Calculs de structures de bandes
Meéthode des ondes planes

Equation aux valeurs propres sur uy :

OH,(r) = (i)ZHw(r) 6=V x :%vx

avec: H (r)=u,(r)e"

w(k)

&

devient : @kuk(r)—( ) u, (r)

avec le nouvel opérateur : O, =(ik+ V) A(l(ik+ V)A

e(r)



Methode des ondes planes

La methode consiste a utiliser la periodicite des champs et de la
carte dielectrique et a effectuer une decomposition de Fourier de

E(r), H(r),e(r) ou |/g(r)
E(?’) = E E Ez(k+G H(r) e EHG Ei(k+G]r

G Eréseau réciproque (r Eréseau réciproque

8(?‘) £ ESG EfGr E(I‘)_l Eé'; EiGr

G Eréseau réciprogue G Eréseaun réciprogue

Rq: les variables W et k sont omis pour ne pas alourdir les notations dans E(r) et E<g
W

" 2
pour réécrire B (1) = (—) H,(r)

C
sous une forme d'équation aux valeurs propres:

apres troncation a un nombre fini N d'ondes planes, m=1...N

y 2 N

ME g, [HA]=| ) [H2]

L% 7




Methode des ondes planes

Plus techniquement: VH =0 impose la transversalite de H

H(r) se réécrit : H(r) = E(hlﬂ‘ﬁlﬂ‘ & hzﬂiazﬂj)ei(k+ﬂ’)r

G’Ecréseau réciproque

avec : {u,g,u2,ck+G} triedre direct. Rq: k+G=|k+G|.ui,cAu2G

VaH= S ks Ol - by )"

G'ER.R.

(r)” = E "l i

G"ER.R.

ery'VaH-=i EE;.‘k + G‘\(hlﬂ,ﬁw Rl )e:(mc:m"}r

G'G"ER.R.

qu'il est plus commode de réécrire avec G=G'+G"

1,5'“’2,::;'_ 2 GG

e(r)'VAH =i EE{_;I_U'|k+G1‘(h S g )Ea-[mc;}r

&.G'ER.R.



Methode des ondes planes

apres le deuxieme rotationel :

VA 'VAH= Y & ok+Glk+G

2 - 2
il
¢ GERR.

puis en projetant sur e**4)r on aboutit a un ensemble

GG ERR.

Vne(r)"IVnH=(

d'équations sur G :

>
c

Eé{

k+G)r

-

.

E & |k + Gk + G|

P = o

Uy U4y

—

| —U) Uy

—Uy g U

Uohg

ks

W VGER.RJ

on se limite 2 m vecteurs du réseau réciproque et |'équation se
réduit a la diagonalisation d'une matrice hermitienne 2mX2m dont
les vecteurs propres sont (w/c)? et les vecteurs propres {Hg}



Methode des ondes planes
Cas des systemes bidimensionnels

La méthode est vite gourmande en temps de calcul, il
faut plusieurs milliers d'ondes planes pour le calcul de la

structure de bandes d'un empilement de spheres sur un
réseau diamant.

Elle est surtout utilisee dans les cas bidimensionnels
2D *Z

On se limite a la
propagation dans le plan x,y

) | les dérivées par rapport a
z sont nulles

.




Methode des ondes planes
Cas des systemes bidimensionnels
Polarisations TE et TM

V x H(r) — jwepe(r)E(r)
V x E(r) + jwuoH(r)

0 : . .
. permet de relier H; a Ex,Ey et E; a Hy,Hy

Les equations du champ H; et E; sont decouplées :

1 w\ 1 w)’
V’E, =—(—] E. V VH, =-(—) H,
S(I&y) c S(I,y) C



Deux polarisations indéependantes :

Methode des ondes planes
Cas des systemes bidimensionnels

Polarisations TE et TM

’

\

H,=0, E,+0 TM ou s

Mode transverse pour E
H dans le plan perpendiculaire

.

’

H,#0,E;=0  TEoup

Mode transverse pour H
E dans le plan perpendiculaire

o




Remarque: Polarisations TE et TM
Dans le cas d'un guide d'onde présentant un plan de symétrie, on
peut encore deéfinir des modes pairs et impairs et la structure du
champ dans le plan miroir uniquement est comparable aux
polarisations TE et TM. Par abus de langage elle sont egalement

appelees TE et TM E

H.(z=0)=0, E,(z=0)#+0 "TM" ous
Mode transverse pour E
H dans le plan perpendiculaire

H, (z=0)#0,E,(z=0)=0 "TE" oup

Mode transverse pour H
E dans le plan perpendiculaire

Si il n'y a pas de symétrie miroir, on ne peut pas séparer en deux
polarisations TE et TM independantes



Methode des ondes planes
Cas des systemes bidimensionnels 1,

1,G
k+G est dans le plan x,y P
ui,g peut étre choisi sur Oz et uz,G pour i Eave
compléter le triédre direct {u| g, uz,ck+G} T B\
U2.G
P o o e P - = - 2— -
P’ Uy Uy  —Up U || M w\ | e
Y elglk+Glk+Gl| 2T PO OIS =) O
G'ER R. “Uglyg U [P \c/|hyg S
devient :
TM :h1c =0 pour tout G, u|,g = uj,c et uzc.u;,c=0
i N
r ) i
™ k+Glk+Glhyg =|=| byt
G G' A 5 6
(G ER K. JYGERR.




Methode des ondes planes
Cas des systemes bidimensionnels

pour m vecteurs du réseau réciproque, I'équation se reduit a la
diagonalisation d'une matrice hermitienne m x m dont les vecteurs

propres sont (w/c)? et les vecteurs propres {Hg}

™

[ k+ Gyl [k+ Gy k+ Gy k+Gn k+ Gy -[k+Gun|\ fR(G1—-G1) -~ R(G1—Gm) -~ R&R(G1—-Gn)\] [C1) [ C1
L LI : : . E . : : g w2 ,
k+ Gﬂl i .1": Ll Gll Bk :k+ Gal |k+ l:;rrtl Eiika k+ Gyl |k + G."-.'. R.:{_.“,I_ﬂ o Gl:' e f"’:'f'-r.'l:--—:;.': — Gm:' k.:{_.‘;l_e - G.’h’} Cln o Cn
C
Nk +Gy|-k+ Gy - |k+Gy|- k+ Gm . |k+Gn|-k+Gnl/ \R(GN—-G1) --- RGN —Gm) --- &(GN-Gx)/] \Cn/ \Cx

K(x.y) = E(J: y)




Methode des ondes planes
Cas des systemes bidimensionnels

TE : hog =0 pour tout G et u;,. uz,c=0

I'angle uzG,uzc est le méme que l'angle (k+G), (k+G')
et |k+G||lk+G'|uzc.uzc = (k+G).(k+G)

= Y- ) 2
2 ool ‘k+G'Hk+G‘ Wyl —Uyglg hl,G’ _(ﬂ)) hl,G
G-G' ~ = " na B
G'ER R. U glUrg Ul | _hZ,G'_ C _hz,G_J ——
devient :
2
' )
) C |

GERR

JVYGERR.




Methode des ondes planes
Cas des systemes bidimensionnels

pour m vecteurs du réseau réciproque, I'équation se reduit a la
diagonalisation d'une matrice hermitienne m x m dont les vecteurs
propres sont (w/c)? et les vecteurs propres {Hg}

TE ;
T (k+G1)-(k+G1) - (k+G1)-(k+Gn) - (k+Gi) (k+Gn) &(G1—G1) -+ R(G1—-Gm) -+ R(G1-Gn)\] [A A\
: T : E e 5 = : & ) g ._ g o :
|| e 4Gn):(k+Ga) +o» (E+Gn):(k+Gm) o (k+Ga) (k+Gy) | | MGn—G1) -+ HGn—Gm) -+ RKGa—Gu) ||| 4n|= 7 ]dn
 \(k+GN) - (k+G1) -+ (k+Gy) - (k+Gm) - (k+Gy)-(k+Gn)/ \R(GN-G1) -+ R(GN-Gm) -+ R(GN-Gn)/]| \An/ \Aw/
A 1
K(x,y) =
e(x,y)




Methode des ondes planes
Cas des systemes bidimensionnels

Remarque: on peut aussi arriver aux meémes systemes d'équation
en developpant en ondes planes les equations :

VAIVAHm(r)=(w) H (r) et IVAVAEm(r)=(m) E,(r)
C

e(r) g(r) C
on obtient:

2
(9} H VYG ERR.
C

"TE" EHH (k + Gm)(k & Gm)E&L~GR
- )

A\

"TM" Y E,(k+G}).(k+G,)e; _; = (5

2
) E_ VG, ERR.
C

comme on |'a vu précédemment |'équation sur E n'est pas
hermitienne. On peut la rendre en faisant le changement de variable:

C = ‘k +G, |E

2
"TM" ECH k+G,|k+G,le; = (E) C. VG, A ERR.

C



Methode des ondes planes
Cas des systemes bidimensionnels

un dernier petit effort de technique numeérique avant une pause

ll reste a calculer la transformée de Fourier |/e(x,y)

Dans le cas general il faut le faire numeriquement en se mettant a
profit toutes les symétries du cristal et en restreignant a la zone de
Brillouin irreductible. En genéral avec des algorithmes de
transformeée de Fourier rapide

Pour certaines formes, il y a des solutions analytiques, par exemple
pour des piliers ou des trous :

2 J(IGIR
S(G)=8u6{?,ﬂ+(8a_8b) ZJ-ER ]k‘ ‘ )

S G|R

cellule

ou ]| est une fonction de Bessel du |°" ordre
+ sommation sur le reseau



Methode des ondes planes
Cas des systemes bidimensionnels
methode inverse et methode de Ho

Tel qu'il a été décrit le formalisme utilise la transformée de Fourier
de |/e on peut aussi utiliser la transformee de Fourier de ¢ et
inverse la matrice obtenue.

Pour un nombre fini d'ondes planes les deux approches différent.

En général, mais ce n'est pas une regle absolue, la méthode directe
de Ho converge plus rapidement.

Etape

Methode inverse

Methode de Ho

X | Calcul de la

transformee de Fourier

£ (G)=TF(l/¢)

£(G)=TF(¢)

X2 Troncation

['(G)]n

[E(G)]n

>3 Inversion

[€"(G)IN. Ho=[E(G)]n !

ref: Phys. Rev. Lett. 65, 3152, 1990 et JOSA B, 13, 1870, 1996, pour une discussion plus complete voir
la thése de V. Zabelin, EPFL, n° .
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Methode des ondes planes

Cas des systemes bidimensionnels
methode inverse et methode de Ho

| inverse method

h 14 '\-I-.. NE\;ST_..'I'
untruncated \L‘v i 1
] 1 d T i . _.-'"r | 4 "‘.;n'.“'
real' structure = ~'" o el Een, e =
w "ﬁ‘“‘-.-!" —_ ) y—'\."‘.'-:"'.-r:.:b ;J#
-3 bl e
— ¥ X ¥ X ¥ X
R,
[l ,._I._;\-__ ..I.'\: .I
, l : Gmax=2 Gmax=4 Grmax=8 Gmax=20
B, N=13 N=43 N=163 N=1009
4 gL 1
-\.l_ - 3 i \k‘/ _.r"'/ | | . \ ; i il
o . - e ' a s
%ﬁm ﬁé}::;':::}:.'.*:';?*‘:}ﬁ = -% “'-.‘-.‘-ﬁ i
¥ X ¥ X ¥ X b x

Ho's method




Methode des ondes planes
limites du modele

X2D & 3D

la méthode onde plane est surtout utilisee pour les réseaux bidimensionnels,

elle converge tres lentement.

2D 3D
Nb ondes planes par direction o o
Nb ondes planes par cellule o o’
Taille mémoire (a?)2=o* |[(20°)2=40°
Temps de calcul 2(0?)’ = 2af [ (20)’ = 8’

(2: polarisation non séparable)

XPertes, valeurs complexes et milieu dispersif ou non-linéaire

temps de vie (E+iy), longueur de pénétration (k+ip), absorption (n+ik), €(A)

possible mais délicat

XPrise en compte simultanée de grands et petits contraste d'indice

e
t L
- e, -,
oy T, T T H"H._\ '*h'*l"hhhxh

niy)

r1]

e

~.: [al

PhC



Bestiaire des systemes bidimensionnels
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Attention : contrairement a l'intuition
la distance 'K n"est pas égale a Ti/a

geometry
square lattice triangular lattice
direct vectors = (1,0); a, = (0,1) = (1,0); a (%, ¥3)
reciprocal vectors bl = 3’”(1 0); b =21(0,1) | by = zi'T(l —1v/3); b 27 (0, 24/3)
f *T:g T%g_;
unit cell surface a’ V342




Bestiaire des systemes bidimensionnels
Reseau carre, trous

facteur de remplissage = f.
n=3.36
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Bestiaire des systemes bidimensionnels
Reseau carre, trous

facteur de remplissage = f.r = 50 %
n=3.36
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Bestiaire des systemes bidimensionnels

Réseau carreé, trous
™

0.5 05 Freguency
036
0.4 0.4 0.35
033
0.3 0.3 o
0.3
0.2 0.2 0.3
0.249
028
0.1 0.1 et
£ - 026
| O | O 0.25
- - 024
023
0.1 0.1 e
-0.2 -0.2
0.3 -0.3
=0 .4 0.4
0.5, 0§
u5-04-03-0.2-01_ 0 01 02 0.3 04 0.5 U.5-04-03-02-01_ © 01 02 0.3 04 0.5
k x k x
0.5 Freguency 05 Freguency
0.2a 024
0.4 0.26 0.4 0.22
032 1 0%
1
0.3 02 0.3 1 015
018 0.4
0.2 016 0.2 012
, 0.14 0.1
; 012 0 0d
0.1 01 0.1 ; 006
- | 008 = 0.04
| OF 006 | O Q.02
= 004 = 3 0
i Q.02
0.1 : 0.1
-0.2 -0.2
03Ff -0.3
-0 .4 -0.4

0.85.04-03-0.2-0.1 k 01 02 0.3 0.4 0.5 '“'ﬁl.s-n.4-n.3-u.z-n.1kn 01020304 05
x X



Bestiaire des systemes bidimensionnels
Reseau carre, piliers

facteur de remplissage = fqicl
n=3.36
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Bestiaire des systemes bidimensionnels
Reseau carre, piliers

facteur de remplissage = f4ies = 20 %
n=3.36

disp_sqgr_pill TE.dat disp_sgr_pill TM.dat
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Bestiaire des systemes bidimensionnels

Reseau carre, piliers
TE M
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Bestiaire des systemes bidimensionnels
Reseau triangulaire, trous
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facteur de remplissage = f.
n=3.36
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Bestiaire des systemes bidimensionnels

Reseau triangulaire, trous
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facteur de remplissage = f.r = 40 %
n=3.36

-
h
¥

5, 4*"

disp_tri_hole TE.dat

"""-'---:b_h______'_____‘._-‘.'.'-—

0.7

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
%I.:

—
N

04 0.2 0 0.2
K

0.4

e N

|

N

e

0.6

disp_tri_hole TM.dat

y

>§f
A

/N

0.6 -0.4 -0.2 0

IRVAY

=

0.4 0.6

0.8

=



Bestiaire des systemes bidimensionnels

Reseau triangulaire, trous
TE M
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Bestiaire des systemes bidimensionnels
Reseau triangulaire, piliers
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Bestiaire des systemes bidimensionnels
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Bestiaire des systemes bidimensionnels

Reseau triangulaire, piliers
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Bestiaire des systemes bidimensionnels
Reseau graphite, trous
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Bestiaire des systemes bidimensionnels
Reseau graphite, trous
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Bestiaire des systemes bidimensionnels

Reseau graphite, trous
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Bestiaire des systemes bidimensionnels

Reseau graphite, trous
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Bestiaire des systemes bidimensionnels
Reseau graphite, piliers
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Bestiaire des systemes bidimensionnels
Reseau graphite, piliers
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Bestiaire des systemes bidimensionnels

Reseau graphite, piliers
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Bestiaire des systemes bidimensionnels

Reseau graphite, piliers
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=2 [— N — O — O — N — N —]
T T T T
=R RS E R




Cas 2D et propagation hors plan
cone de lumiere

Rappel: refraction et réflexion vues comme un phénomene de
diffusion entre courbes de dispersion.

lbn Sahl (c. 984) (aussi connues sous le nom de lois de Snell-Descartes, c.1631) :

l -
Il k e -

" 6, 3 Sl 91 e n'est autre que la conservation de ky a
f * N . . . .

_ 1N 92 1 linterface (invariance par translation) :
ﬂ.l - ﬂz
/3 kﬂﬂl sin 91 — kﬂﬂz S1n 92 ﬁl o= 62
/ T

Reflexion total interne :

Ik X* k<nw/c :
o couplage | vers 2 possible
* k>nw/c :
cw couplage | vers 2 impossible




Cas 2D et propagation hors plan

()

(mude Fabry-Perot %B

etats permis
dans le milieu 2

cone de lumiere

résonance,
A mode de fuite

light cone

. — i _— — — L= -

~( vrais modes guidés )

7 no modes
can exist here

>

weakly guided B = k|| (—a)

s

Lame mince et guide d'onde



Cas 2D et propagation hors plan
cone de lumiere

. conservation ky

-
=
--"

no modes
can exist here

>

weakly guided B = k” (—a0)

EEI s

Remarque: le continuum d'états a l'intérieur du cone de lumiere
provient de la projection du diagramme de dispersion sur kj; du
milieu gaine qui est semi-infini



Cas 2D et propagation hors plan
cone de lumiere

0.8

0.7 résnnances)

0.6

0.5

0.4

@E‘:ne de lumiere (air)

vrais modes de
cristaux photonique

états permis
dans le milieu 2

core light cone—
|

M K B
cas d'un guide faible "
contraste d'indice. |l n'y a

\pas de vrais modes confines Membrane




Cas 2D et propagation hors plan

cone de lumiere

ldem: le continuum d'états a l'intérieur du cone de lumiere provient
de la projection du diagramme de dispersion sur ky du milieu gaine
et repliee sur la premiere zone de Brillouin

0.8

0.7

Intersection du cone
1~ w=kc/nz avec les plan

I'M, MK et KI"

0.6

0.5

0.4

u=a/i

0.3 courbe dispersion du

cristal photonique avec

0.2

0.1 F core light cone il | Ntrou=Ndiélectrique=Nair
I

L M K I

0




Cas 2D et modes de defauts
super-cellule

P

But: calcul de modes de defauts

Nouvelle cellule elementaire

agrandie a fois dans la direction @ Defaut lineaire

i

a| et [ fois dans a; III (guide d'onde)
Xt

i

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
Il
I

I

I

I

(" fz/=/==7  Pour la méme précision que la cellule

LRSS elémentaire d'origine il faut N ondes planes

GII‘IHE.}L?I-
Defaut ponctuel N = () (j_ﬁ) = afiN

Ba

X



Cas 2D et modes de defauts
super-cellule et structure de bande projetee

Cas d'un défaut linéaire (guide d'onde)

=

Reseau carre

direct lattice reciprocal lattice Brillouin zone

=
TS
L E N R NE N
&— = 4555088008 =
i
L L E X B O N N
=
I
=
I__
a
T
B
=}
=
2
=

»

& * » k:’: —'d

= T g —'a

Bon nombre quantique reduit a kx

De la méme maniere il faut projeter sur ky
le diagramme de dispersion du milieu gaine
(le cristal photonique) qui est semi-infini.



Cas 2D et modes de defauts
super-cellule et structure de bande projetee

Reseau carre

0.35

1 1 1 1
05 N4 03 0% 01

i |
4 onls 0|5
i

01 __0°2 03 0
I I I I I I I I I

|
25 04 03 02 -01 a

2.1 0.2 0.3 0.4 05 -0%

Projection sur I'M

u [a.2pWEd. 2pifc]
£ 5
1 fa
l

=T I T I T T T

= R ____.-I_-:::.q-.-"' .'D-E
_0'4-0-*'-412-‘5'1'2"b"@'-'-'.“.f_*_-i_'---ﬂ_-{- 06 04 08— B— 0855040408

0.2 ————= 3
B g 0.4

Projection sur I'X



Cas 2D et modes de defauts
super-cellule et structure de bande projetee

Le cas du réseau triangulaire est un peu plus délicat : I'K n'a pas la
méme longueur pour un réseau unidimensionnel et un réseau
triangulaire de meme période a et il faut tenir compte des portions
qui sortent de la premiere zone de Brillouin du réseau hexagonal

k 0.35
& M

' 0.05 |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

On peut faire ce genre de construction, mais cela n'a rien de mystérieux ... |



Cas 2D et modes de defauts
super-cellule et structure de bande projetee

... Si on se souvient que les courbes de dispersion sont des nappes a deux dimensions

, 4! = 0.3,epstrou=1,eps guide =10.89, bandes 1 et 2, TE polarization

Réseau triangUIaire l: [=1al-~] !"ﬁll:. aRe i = anfas o .:E-EMEE

Ll 11
| L1101

_ r"___---------i-l | 1 ] e T

D’?"ﬁé—l—rﬁf?-:::-_.h 0.4 -0.2 0 0.2 04 ______----g§;_£“

| — = ——— £ -0.5
- E’ | | 0.5 ‘---hxl"__:___-rﬂ__ﬂld 02 0

période 3/4d b{\cﬁ 0.6 -0.4 02 V6 0.2 0.4 0.6

Projection sur I'K



Autres methodes
Methode Korringa-Kohn-Rostocker (KKR)

Xmatrice de diffraction de la cellule élémentaire
Xfonction de Green de la structure périodique

*Plus complexe mais plus stable
eDonne directement la densité d'éetats et la densité locale d'etats

-J. Phys. Cond. Matt. 6, 171, 1994
-Phys. Rev. B, 51, 2068, 1995

Methode liaisons fortes

Xbase de fonctions localisées
Xstructure périodique et intégrales de recouvrement

*|| n'existe pas de base de fonctions suffisamment localisees
*Calcul ab initio des elements de matrices ou bien determines
par comparaison avec un calcul onde plane

ebase adaptee a la description de defauts

-Phys. Rev. Lett., 81, 1405, 1998 (resonances de Mie)
-Phys. Rev. B, 61,4381, 2000



