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Série 8. Sommes

(1) Sommes de Ramanujan. On définit

cm(n) :=
∗∑

a mod m

e
(an
m

)
,

où e(x) := e2πix et le symbole * indique que a est premier à m. Montrer

cm(n) =
∑

d|(m,n)

µ
(m
d

)
d.

(2) Sommes de Gauss.

(a) Soit χ un caractère du groupe (Z/mZ)∗. On définit

τ(χ) :=
∑

b mod m

χ(b)e(
b

m
).

Montrer

|τ(χ)|2 =
∑
d|m

dµ
(m
d

) ∑
u mod m

u≡1 mod d

χ(u).

(b) On suppose que χ est un caractère primitif. Soit

S(a, b) =
∑

x mod m

χ(ax+ b), a, b ∈ Z.

Montrer que S(a, b) = mχ(b) si m|a et que S(a, b) = 0 si m ne divise pas a.
Indication : poser m1 = m(a,m)/(a2,m) et montrer que pour tout entier z on a
χ(1 +m1z)S(a, b) = S(a, b).

(c) Montrer que |τ(χ)| =
√
m si χ est un caractère primitif.
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