Chapitre 3

Intégrales et primitives

3.1 Définitions

Soit f(x) une fonction continue définie sur U'intervalle [a, b]. L’intégrale de f sur Uintervalle [a, b] est

un nombre réel noté .
[t

a) Si f(z) > 0 pour tout x € [a,b], alors 'intégrale est égale a Paire limitée par 'axe = x, par les
droites verticales {x = a} et {x = b} et par la courbe {y = f(x)}.

qui est défini de la fagon suivante :

b) Si f(z) < 0 pour tout = € [a, b], alors I'intégrale est égale a (—1)x (laire limitée par I'axe = z, par
les droites {x = a} et {x = b} et par la courbe {y = f(x)}).

c¢) Si f change de signe, on partage 'intervalle [a,b] en sous-intervalles ou f est de signe constant et
on fait la somme des aires correspondantes avec les signes + et —.

En bref : I'intégrale de f sur un intervalle est 1’aire algébrique délimitée par cet intervalle et la courbe

{y=f(=)}.
~
/ f(z)dz = Aire(I) — Aire(11

y=/ +Aire(I11)

Y

Remarques 1. Le signe [ représente un ‘s’ allongé. Nous verrons plus bas qu’une intégrale est une
limite de somme, ou somme généralisée. Ce qui justifie la notation.

2. La variable x dans la notation fab f(z)dz de lintégrale joue un “rodle muet”. On peut la remplacer
par une autre variable sans changer la valeur de l'intégrale :

[ e = [ st = [ s

3. L’intégrale f:f(:zr)da: n’a proprement été définie que si @ < b. Si b < a, on admet la convention
suivante :
b a
/ f(x)dz = —/ f(z)dx.
a b
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3.2 Sommes de Riemann

Soit f(x) une fonction continue définie sur un intervalle [a, b]. Subdivisons cet intervalle en ajoutant
des points
a=x0<x1 < < Ty_1 < Ty =b.

On note
Az = zip1 — 5,

c’est Iaccroissement de x dans la subdivision considérée de I'intervalle. On suppose que ’accroissement

est petit, disons

pour un petit nombre § qu’on appelle la taille de la subdivision.

Definition 3.1 La somme

—

Z f(xi)Az; = f(xo)Azo + f(z1)Az1 4+ -+ f(Tm—1)AZpm—1

= f(zo)(z1 — wo) + f(@1)(x2 — 1) + - + [ (@m—1) (@m — Tm—1)
s’appelle la somme de Riemann de f sur U'intervalle [a, b].

]
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On observe que la somme de Riemann est une approximation de I'intégrale de la fonction. Si ’on raffine
la subdivion de l'intervalle [a, b] de fagon que sa taille § converge vers zero, alors cette approximation
devient une égalité :

Théoréme 3.1 La somme de Riemann converge vers l’intégrale de f lorsque § tend vers
m—1 b
li )AL | = dzx.
613%<Z;f(:v) ) | #ayia

Maintenant nous comprenons pourquoi 'intégrale est une limite de somme. Le symbole dx dans la

. b ) o , .
notation [ f(x)dx est présent comme un rappel que nous devons multiplier f(z;) par 'accroissement
Az; dans la somme de Riemann (on pense alors a dz comme un accroissement infiniment petit (ou
‘accroissement infinitésimal” de x).

3.2.1 Propriétés de ’'intégrale

Voyons une liste des propriétés de I'intégrale :

30



Propriétés de I’intégrale :

/: f(z)dz = 0.

b b
Si f = k est constante, alors / flz)dr = / kdx=Fk-(b— a).

b b
Si g(x) < f(x) pour tout z € [a, b], alors / g(z)dzx < / f(x)dx.

b
Si A < f(x) < B pour tout x € [a, b], alors A~(b—a)§/ f(@)dx < B-(b—a).

Si ¢ € [a, b], alors /ab fl@)dx = /ac f(x)dx + /cb f(x)dx.

b

b
Si k est constante, alors / kf(x)dz = k/ f(z)dz.

a

/ab(f(x) + g(z))dx = /ab f(x)dx + /abg(:z:)d;z;.

Les cing premiéres propriétés se démontrent & partir de la définition de I'intégrale comme aire algé-
brique limitée par la courbe y = f(x). Les deux derniéres propriétés se démontrent en utilisant les
sommes de Riemann.

e La premiére propriété dit que jaa f(z)dz = 0. C’est évident car cette intégrale représente 1'aire d’un
rectangle de largeur nulle, et donc cette aire est nulle.

e Si f = k est une constante, alors I'intégrale f: k dx représente I'aire d’un rectangle de hauteur k et
largeur (b — a). On a donc f; kdx = k- (b— a), ce qui prouve la seconde propriéteé.

A

\ 4
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b b
e La figure suivante explique la troisiéme propriété : / g(z)dx < / f(z)dx si g(z) < f(x) pour tout
a a
x € [a,b] :

A

e La quatriéme propriété dit que si A < f(x) < B pour tout = € [a, b], alors A-(b—a) < / f(z)dz <

B - (b— a). Cest clairement une conséquence des seconde et troisiéme propriétés.

b c b
e La figure suivante explique la cinquiéme propriété : / f(x)dz = / f(z)dx + / f(z)dx

A

e La sixiéme propriété se démontre avec les sommes de Riemann. Si {z;} est une subdivision de
I'intervalle [a, b], alors on a

(k- F)(xo)Azo + -+ + (k- [)(@m—1)Azm_1 =k - (f(xo)Azo + - + f(&m—1)ATn_1),

c’est-a-dire

m—1
Zk N x)Az; =k - folAa:l
1=0

En passant & la limite lorsque 6 = max{Ax;} tend vers 0, on obtient
m—1 m—1 b
/ k- f(z)de = lim Z (k- f)(zi)Az; = lim k- Z f(z)Ax; =k - / f(x)dx

e La preuve de la septiéme propriété est semblable : on a

m—1 m—1 m—1
Zf—l—g xZAa:1:Zf:171A:CZ+Z (z;)Ax;.
1=0 =0 1=0
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donc

m—1

b
[ @)+ gz =l 3 (7 + 9)wi) A,
@ i=0

m—1 m—1
= %i_r,% <§ flx)Az; + Z g(xZ)A:cZ>

=0

m—1 m—1

= =0

_ /  fla)de + / " fa)da.

3.2.2 Le théoréme de la moyenne

Definition 3.2 La moyenne d’une fonction continue f sur Uintervalle [a, b] est définie par

b
Moyenne de f = %/ f(z)dz.
—al,

Observer que
i.) Si f = k est constante, alors la moyenne de f est agale a k.
ii.) Si A < f(z) < B pour tout x € [a, b], alors

A < Moyenne def < B.

Théoréme 3.2 (Théoréme de la moyenne) Si f est une fonction continue sur lintervalle [a,b],
alors il existe un point xo € [a,b] tel que

f(zo) = Moyenne de f.

Remarque ce point n’est pas forcément unique !

Moyenne |

\]

3.3 La formule de Newton-Leibniz

3.3.1 Primitive d’une fonction

Définition. Soit f(z) une fonction continue sur un intervalle [a, b]. Une primitive de f est une nouvelle
fonction F': [a,b] — R telle que
F' =f.

La recherche d’une primitive est donc I'opération inverse de la dérivation.
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Exemple. La fonction F(z) = 2% 4+ 5 est une primitive de f(z) = z. En effet, il suffit de dériver F

pour le vérifier :

F'(z) = (%xQ + 5)/ =

On remarque que rien n’aurait été changé si on avait choisit F(z) = 222 + 3 ou 122 — 2. Ce fait est
tout-a-fait général :

Lemme 3.3 Une primitive d’une fonction n’est définie qu’a une constante additive prés. Si Fy :
[a,b] — R est une primitive de f et ¢ est une constante, alors Fo(x) = Fi(x) + ¢ est une autre
primitive de la méme fonction f.

Preuve. La preuve est trés facile, on a
Fy(z) = (Fi(z) + o) = Fi(z) + ' = f(x)

car la dérivée ¢’ d’une constante ¢ est nulle.
O

La réciproque de cette proposition est aussi vraie, lorsqu’on connait une primitive F' d’une fonction
f, on obtient toutes les autres primitives en ajoutant simplement une constante arbitraire a F.

Pour fabriquer une table de primitive, il suffit de prendre nos fonctions familiéres et de les dériver.
Une table de primitives n’est donc rien d’autre qu’'une table de dérivation “lue & I'envers”.

Quelques primitives :

Fonction Primitive Remarque

flz)=k Fz)=k-z+C k et C sont constantes.
flx) =2 F(:E):Za—_:—kc a€Reta#l.
fl@z)=1 F(z)=In(z)+C x> 0.

f(z)=¢€" Fz)=e*"+C

f(z) = cos(z) | F(x) =sin(z) +C x en radians.

f(z) =sin(z) | F(x) = —cos(z) + C | x en radians.

(f(@)+9() | (F(z)+G(@)+C | F'=fetG' =g

A f(z) A -F(z)+C F'=f.

flg(@))-g'(z) | F(g(z)) +C F'=f.

Remarque. Une primitive d’'une fonction f s’appelle aussi une intégrale indéfinie de f, mais cette
terminologie présente plus d’inconvénient que d’avantages.
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3.3.2 Théoréme fondamental du calcul intégral.

Le théoréme suivant nous dit que pour calculer I'intégrale d’une fonction f, il suffit de trouver une
primitive.
Théoréme 3.4 (Théoréme fondamental du calcul intégral.) Soit F' une primi-

tive quelconque de la fonction continue f(x) sur Uintervalle [a,b]. Alors ’intégrale de
f sur [a,b] est donnée par

b
/ f(@)dz = F(b) — F(a).
Remarque. La formule énoncée dans ce théoréme s’appelle la formule de Leibniz-Newton.

Il y a un lien étroit entre cette formule et la formule de sommation pour les suites. Pour comprendre
ce lien il faut raisonner avec les sommes de Riemann.

Donnons-nous une fonction dérivable F : [a,b] — R et choisissons une subdivision a = z¢ < 21 <
co < Tme1 < Ty = b. de Pintervalle [a, b]. Notons y = F(zy) et écrivons la formule de sommation

pour la suite des yy, :
m—1

F(b) = F(a) =ym —vo = Y _ Ay,
k=0

Or la formule de 'approximation linéaire nous dit que
Ayk = Yk+1 — Yk = F(zpr1) — Far) = F'(@p41) - (@41 — 2x) = f(@r41) - Az,

Donc

—

m—

m—1
F(b)—F(a) =Y Ayp= Y f(wrs1) Axy
k=0 k=0

Il s’agit d’'une somme de Riemann qui va converger vers l'intégrale de f lorsque la taille § de la
subdivision tend vers 0. On obtient donc au final une égalité et non pas une approximation :

m—1

b
F() = F(o) = lin 3 flonsr) - Ao [ (o)

k=0

Il faut considérer que 'argument précédent est un argument heuristique. Il explique la formule de
Newton-Leibniz, mais ¢a n’est pas une preuve rigoureuse car il y a trop d’approximations dans cet
argument et le passage a la limite serait difficile (pas impossible, mais techniquement difficile) a
justifier.

Nous allons donc voir une autre preuve de la formule de Newton-Leibniz en faisant un détour par la
construction d’une primitive particuliére d’'une fonction donnée a partir de son intégrale. Soit f une
fonction continue sur un intervalle [a, b]. Alors pour tout x € [a,b], on peut considérer I'intégrale de f
sur le sous-intervalle [a, z]. Cela nous définit une nouvelle fonction que nous notons

xr
o) = [ (.
a
La proposition suivante nous dit que cette la dérivée de cette fonction n’est autre que la fonction f.
Proposition 3.5 La fonction ®(x) est une primitive de f :
o'(z) = f(=).
Démonstration. Rappelons que par définition :

P'(z) = }1111% w
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Nous avons par définition ®(z) = faz f(t)dt, et en utilisant I'une des propriétés de U'intégrale, on a
x+h x x+h x+h
O(x+h)= / f®)dt = / ft)dt + / f@®)dtr = ®(x) + / f@)dtx
et donc

x+h
O(x+ h)—P(z) = / f(t)dtz.

Nous faisons maintenant appel au théoréme de la moyenne. Il nous dit dans la situation présente qu’il
existe un nombre x( entre x et = + h tel que

f(zo) = Moyenne de f sur [x,x + h]

x+h
t)dt z+h
Moyenne de f sur [x,2 + h] = % = %/ ft)dtx
x -z .

Nous avons donc montré qu’il existe zy entre x et = + h tel que

o+h x —d(x
fay = [ s = TN,

Si l'on fait tendre h vers 0, alors xy va tendre vers x et comme f est continue, nous trouvons que

f(z) = lim O(z+ h)— P(x)

Y
h—0 h =2 (:E)

Voici une conséquence importante du théoréme fondamental.

Corollaire 3.6 (A) Soit g une fonction dérivable sur Uintervalle [a,b]. Alors g est constante si et
seulement si sa dérivée est nulle.

(B) Soient Fy et Fy deux primitives d’une méme fonction continue g. Alors il existe une constante c
telle que
Fy(z) = Fi(x) +¢

pour tout x dans Uintervalle [a,b].
Preuve. (A) On sait déja que si g est constante, alors g’(z) = 0 pour tout z. Réciproquement,
Démonstration rigoureuse de la formule de Newton-Leiniz Soit F' une primitive quelconque

de f. Comme ®(z) = [ f(t)dt est aussi une primitive, les deux fonctions différent d’une constante :
F(z) = ®(x) 4 ¢. Nous avons donc

b a
F(b) — F(a) = (®(b) + ¢) — (B(a) + ¢) = B(b) — D(a) = / F(t)dt —/ F(t)dt.
Or [* f(t)dt =0, donc
b
Fb) — Fla) = / ()t

3.4 Méthodes d’intégration

Pour dériver une fonction, méme compliquée, il suffit d’appliquer les régles du calcul différentiel. Pour
calculer une intégrale, il n’y a pas de recette universelle et il faut quelquefois un peu d’habileté. Il y
a tout de méme quelques méthodes :
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A. Méthode directe

Lorsqu’on trouve une primitive d’une fonction f dans une table, ou qu’elle se déduit des tables & partir
de quelques calculs algébriques, il n’y a rien d’autre a faire : L’intégrale est donnée par la Formule de
Newton-Leibniz.

Exemple Soit a calculer l'intégrale foﬂ/Q (€2 + sin(z))dwx.

o On sait qu’une primitive de e” est ¢*, donc une primitive de e** est $e>*.

o On sait qu'une primitive de sin(z) est — cos(z).
o Et on sait qu’une primitive d’'une somme est donnée par la somme des primitives.

Donc la fonction (e2* + sin(z)) admet (4e** — cos(x)) comme primitive et
/2 1 s 1 1
/ (e** + sin(x))dr = | =€*% — cos(z) — [ z€?? —cos(0) ) = =(e™ —e) + 1.
) 2 2 2 2

B. Intégration par substitution
Cette méthode est basée sur la formule
b . f(b)
/ flg(@)) - ¢'(z) dx =/ ( )f(y) dy = F(g(b)) — F(g(a))
r=a y=g(a
ou F' est une primitive de f.

Preuve. Choisissons une primitive F'(y) de la fonction f(y). Puis posons H(z) = Fog(z) = F(g(x)).
Alors la régle de dérivation des fonctions composées nous dit que

H'(x) = (F(g(2))" = f(9(x)) - ¢'(2)

La formule de Leibniz-Newton entraine alors que

b
/ fg(x)) - ¢'(x) de = H(b) — H(a) = F(g(b)) — F(g(a)).
O

Remarque. Cette méthode s’appelle intégration par substitution, car pour calculer 'intégrale f: fg(x))-
g'(x) dx, on substitue (i.e. on remplace) la variable x par une variable y = g(x). Notons qu’il faut alors
substituer les bornes d’intégration © = a et = b par y = g(a) et y = g(b) et remplacer ¢'(z) dx par
dy.

1
Exemple 1. Calculer l'intégrale / Var+b-adz.
0

Solution : On intégre par substitution. On doit trouver une primitive de h(z) = vazx + b, on pose
pour cela g(z) = az + b et f(y) = \/y = y*/2. Alors ¢’(z) = a et une primitive de f(y) est

En résumé )
gla)=ar b, g@=a  fl5) =i Fly)=3vt

Donc une primitive de

h(x) = f(g(x)) - g'(x) = Vaz +b-a

est donnée par H(z) = F(g(z)) = 2(az + b)2. On peut maintenant calculer notre intégrale, on a
! 2 s s
/ Vaxr+b-adx=H(1l)— H(0) = 3 ((a+b)5 —ai) .
0
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Exemple 2. Calculer I'intégrale / 22 cos(2?) - da.
0

Solution : On voit que la fonction & intégrer h(z) = cos(z?)-(2x) est de la forme h(z) = f(g(x))-g¢'(x)

ot g(x) = 22 (donc ¢'(x) = 27) et f(y) = cos(y).
La formule de substitution nous dit alors que

9(v/7/2)
22 cos(x?) - dx = /(0) F(y)dy = F(g(\/7/2)) — F(g(0))

/\/W/Q
0

ot F' est une primitive de f(y) = cos(y). On prend F(y) = sin(y), et on obtient donc
/\/71'/2

0

22 cos(z?) - dx = sin(g(y/7/2)) — sin(g(0)) = sin(r/2) — sin(0) = 1.
Voici une application importante de l'intégration par substitution au cas ou on dilate la variable
d’intégration :

Proposition 3.7 (Formule de dilatation) Pour tout nombre A # 0, on a

Ab

b
f(z)dx =X / f(x) dx

Aa

Preuve. Posons g(z) = Az, alors ¢’(z) = A et nous avons donc

/abf(g(x))g’(:c) dx = /abf(m) Adz = ,\./abf(m) .

Mais d’autre part, la formule d’intégration par substitution dit que

b g(b) Ab
/ F(e(@))g'(z) de = / fwydy= [ fw)dy.

g(a) Aa

donc

Un cas particuliérement important de cette formule est I’identité suivante :

Au u
/ 2dx = \"H / z"dx.
A 1

En posant n = —1, nous voyons en particulier que l'intégrale de la fonction % ne change pas si on
dilate U'intervalle d’intégration.
/A“ dv  [“dax
o i

C. Intégration par parties

Cette méthode est basée sur la formule

b
/ f(@)-g'(z)de = (f(b)-g(b) = fa)-g(a)) = [ [f'(x)-g(z)dx
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Preuve On utilise la régle de Leibniz qui dit que (f - g)’ = f' - g+ f - g. Cette régle entraine que
b
(F0)- 90) = £(@) g(a)) = [ (7(a) - 9(a) da
b
— [[(@) 9@)+ f@) g @) o
" b
- [ @ @) o+ [ (f@) 5@ do.

/2
Exemple Calculer / x cos(z)dz.
0

Solution : Par parties : On pose f(z) = z et ¢’(z) = cos(z). Alors f'(z) =1 et g(x) = sin(z). On a
donc

% / w2 r/?

| @ g @i = re)-g@[ ] - [ 5@ saa,

c’est a dire
/F/2 x - cos(x)dx = (z - sin(z)) L /F/2 sin(x)dx
0 a =0 Jo

/2 ) /2 /2 . - /2 .

/0 x - cos(x)dr = (z - sin(z)) o /0 sin(x)dx = 5 /0 sin(x)dx
™ /2 0
=5 (— cos(z)) 037 (— cos(g) + cos(O))
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