0.1 Formule du binéme de Newton

Les nombre C* s’appellent aussi les coefficients binomiauz, et on les notes

ci=(4) = o

Ils apparaissent dans le développement du binoéme (x + y)™ (d’ou leur appellation).
" /n
(x+y)" = Z <k> " Ryk
k=0
Théoréme 0.1 Pour tous nombres réels x,y € R et tout n € N, on a
"\ /n
(z+y)" = Z (k) " Fyk.
k=0

Preuve Considérons d’abord les s valeurs n = 0,1,2,3. Pour n =0, on a

(z+y)°’=1= <8> %0,

Pour n =1, elle dit que

1 1
(z+y) ' =a+y= (O>:v1y° - (1>w°y17

et pour n = 2 elle dit que
2 2 2 2\ 20 2\ 11 2\ 0 2
(@+y)? =" +2ey+y" = ooy + (] Joy +{, )7y
Jusqu’ici, la formule de Newton est donc évidente. Passons n = 3 :

(@+y)’=(2+y) (@+y) (+y)
:x3+x2y+xy2+a:yx+y:c2+y2:c+y:17y+y3
=2 4+ 32%y + 3zy® + ¢°

_ (g):z?’yo n (?)nyl n <2>I192 n (g)x°y3.

D’une maniére générale, le développement de

(9" =@ty @ty (@ +y) Q

n termes

est une somme de mondmes de type z? - y? oit p+ ¢ = n, Combien de mondme de ce type y a -t-il 7 La
réponse est que pour obtenir le monoéme z? - y2, nous devons choisir ¢ fois le terme y et p = (n — q)
fois le terme x dans le produit (*). Il y a donc C? = (Z) choix possibles et nous avons donc

(z+y)" = n 20+ n 2yl n N n T n R, n o
0 1 2 p n—1 n

O

0.2 Limite des suites

Dans ce paragraphe, nous étudions la notion importante de limite d’une suite. Voyons d’abord quelques
définitions préliminaires :
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Définitions 1.) On dit que la suite {z}} est croissante si x < xg41 pour tout k (et si xp < xpiq,
on dit que la suite est strictement croissante).

2.) La suite {xy} est décroissante si xj > xj41 pour tout k € N.
3.) La suite {xy} est monotone, si elle est ou bien croissante, ou bien décroissante.
4.) La suite est bornée si il existe deux constantes M et M’ telles que

M <z, <M
pour tout k£ € N.

Remarque Pour prouver qu’une suite est croissante, on peut calculer sa variation et prouver qu’elle
est positive pour tout k. En effet, x; < x4 signifie que Az = x541 — x> 0.

Définitions : e On dit que la suite {zx} converge vers le nombre o € R et on note

lim zp = «
k—o0

si pour tout € > 0 il existe un nombre m tel que si k > m, alors |z — a| <€, c’est a dire :
—€e <z —a< +e.
e On dit aussi que la suite diverge vers linfini et on note
Jim 1 = +o0
si pour tout N > 0 il existe un nombre m tel que si k > m, alors x; > N.

Exemples de bases

si a > 0, alors lim % = lim £ *=0

) k—oo k—o0

) sia>0,alors lim k% = o0
k—o0

) sig>1,alors lim ¢" = oo
k—o0

)

si0 < q<1,alors lim ¢" =0
k—o0

Bien que ces limites soient trés intuitives, elles peuvent étre délicates & prouver. Démontrons par
exemple les convergences (a) et (d).

(a) Pour prouver que lim = 0, on imagine qu’on a fixé € > 0 quelconque. Choisissons pour m € N

k—o0

le plus petit entier qui est supérieur a % Alors m > % et donc % < e dés que k > m. On donc
1
k>m — p <€

et ceci entraine que lim — = 0.
k—oo k

(d) Pour prouver que lim ¢" = oo si ¢ > 1, on peut écrire ¢ = 1+a avec a > 0. La formule du bindéme

n—oo

entraine que

n-(n—1
q"=(1+a)"=1+n-a+%

Fixons N > 0 et choisissons pour entier m, le plus petit entier supérieur & N/a. On a alors grace a
I’inégalité précédente :

a2+---21+n-a.

n>m — n-a>N — ¢" > N.

ce qui prouve que nlingo q" = oo.

Propriétés importantes des limites
Supposons que {xg}et {yx} sont deux suites convergentes. Notons o = klim TR et B = klim Yk, Alors
— 00 — 00
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1) klim (X +yr) =a+p
2) klim (a-x) = a-a (ol a est une constante).
3) lim (z)-yp) = f.
. . Tl «
4) si 8 #0, alors on a lim <—> =—.
) s k=00 \ Yk p
5) si zx <y pour tout k, alors o < 8

On peut synthétiser les deux premiéres régles en une seule :
lm (a2, +b-y) =a- (lim :Ck) +b- <lim yk) =a-a+b-8
k— 00 k— o0 k—o0

(on dit que lopération de “passage a la limite” est linéaire).

Propriétés avec une suite bornée

6) Si lim yx = 0 et {xx} est une suite bornée, alors lim zy - yr = 0.
k—o0 k—o00

7) Si lim yx = 400 et {x} est une suite bornée, alors lim Tk _ .
k—oo k—oo Yk
Propriétés des limites infinies
8) Si lim xy = +o00 et si yx > zy, alors lim y, = +o00.
k—o0 k—oo
1
9) Si lim zy = 400, alors lim — = 0.
k—o0 k—oo T}

1
10) Si klim xr, = 0 et xx > 0 pour tout k, alors klim — = 4o0.
—00 —00 Tk

11) Si klim yr = 00 et {z)} est une suite bornée, alors klim (xg + yi) = oo.
— 00 — 00
L’exemple suivant illustre comment utiliser ces régles.

. 2k + 1
lim
k—oo \ 3k — 2

On voit grace a la propriété (11) que limg—, o 2k + 1 = 400 et limg o0 2k + 1 = +00 et que limg_, oo 3k — 2 =
+00. On voudrait utiliser la propriété (4), mais on ne peut pas car

Probléme : Trouver la limite

lim (2k + 1) -
k=oe est de la forme — qui est non déterminé.
khm (3k — 2) 00

Pour lever 'ambiguité, on commence par faire un peu d’algébre. On remarque que

2k+1  2+1
3k—2 3-2°

(on a divisé le numérateur et le diviseur de la fraction par k). On a en outre limg_oo (2+ §) =

2+ limy_ oo % =2 et limg_o0 (3 — %) = 3. Finalement, on trouve

2
lim (3— =
im (3 k)

k—oo

3k—2) -

k—o0

, 1
. (2k+1> Jm 2+
lim

Voici un autre exemple :
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Probléme : Trouver la limite
. k2 +1
oo \ K2 +3)

Nous avons de nouveau limg_, (k% + 1) = 400 et limg_o (k3 + 3) = +0o0, il faut donc ramener la
fraction & une autre forme algébrique. Divisons le numérateur et le dénominateur par k2, alors

B4+1\ (144

B+3) \k+2
La suite (1+ %) est bornée (elle est comprise entre 1 et 2), et la suite (k + %) tend vers I'infini en
vertu de la régle (11). La régle (7) entraine donc que

. k?+1
2, (k3—+3) -0

Pour prouver les régles (1) a (11), il faut utiliser le définition de la convergence. A titre d’exemple,

démontrons la régle (7) : Si lim yi = +o00 et {zx} est une suite bornée, alors lim Tk _ .
k—oo k—o0 yk

Nous devons montrer que pour tout € > 0, il existe IV tel que si k > n, alors }%} < €. Or on sait par

hypothése que {xj} est une suite bornée, donc il existe M tel que |x;| < M pour tout k. On sait aussi
que klim Yk = 400, ce qui veut dire que pour tout nombre L > 0, il existe IV tel que si k& > n, alors
o0

yr > L.

M
Choisissons L = —, alors dés que k£ > N, on a
€

M
yp =2 L=—2> il
€ €
T x
Donc M < e dés que k > N, ce qui signifie que lim “k—o.
|yk k—oo Yk

Séries infinies Rappelons que si {x;} est une suite, la série associée est une nouvelle suite {s,}
définie par s, = EZ:O xi. Il se peut que cette série converge, disons vers un nombre « Dans ce cas,
on dit que « est la limite de la série compléte (ou de la série infinie) associée a {x} et on note

o0 n n
g zp = lim g T =« = lim g Tr.
n—oo n—oo
k=0 k=0 k=0
Exercice Prouver que si |q| < 1, alors la série associée converge et

> a
St -
k=0

1—gq

Nous terminons ce chapitre en énongant deux théorémes utiles pour décider si une suite converge,
méme lorsqu’on ne sais pas déterminer sa limite.

Théoréme 0.2 Si la suite {x} est monotone et bornée, alors elle converge.

Théoréme 0.3 Supposons que {zi} {yr} et {zx} soient trois suites telles que
Ye S Tk < 2Zg
pour tout entier k. Supposons aussi que {yi} et {zx} convergent vers une méme limite v :
Jim = Jim = o
Alors {xr} convergent aussi vers « :

lim zp = .
k—oo
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