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(1) Si f, g1, . . . , gn : Rn → R sont fonctions différentiables, alors la fonction f̄ : Rn → R définie par
f̄(x) = f(g1(x), . . . , gn(x)) (avec x = (x1, . . . , xn)) est différentiable, et

∂f̄

∂xi
(x) =

n∑
j=1

∂gj
∂xi

(x)
∂f

∂xj
(g1(x), . . . , gn(x)).

Posons n = 2, g1(r, ϕ) = r cosϕ, g2(r, ϕ) = r sinϕ, et soit f : R2 → R une fonction différentiable.
Alors g1 et g2 sont differentiables, donc la fonction f̄ : R2 → R définie par f̄(r, ϕ) = f(g1(r, ϕ), g2(r, ϕ))

est également differentiable. Nous écrivons fx = ∂f
∂x (g1(r, ϕ), g2(r, ϕ)), fy = ∂f

∂y (g1(r, ϕ), g2(r, ϕ)).

f̄r = ∂f̄
∂r (r, ϕ), f̄ϕ = ∂f̄

∂ϕ (r, ϕ). Avec cette notation,

f̄r =
∂g1

∂r
(r, ϕ)fx +

∂g2

∂r
(r, ϕ)fy

f̄ϕ =
∂g1

∂ϕ
(r, ϕ)fx +

∂g2

∂ϕ
(r, ϕ)fy.

Nous calculons que

∂g1

∂r
(r, ϕ) = cosϕ,

∂g1

∂ϕ
(r, ϕ) = −r sinϕ,

∂g2

∂r
(r, ϕ) = sinϕ,

∂g2

∂ϕ
(r, ϕ) = r cosϕ.

Par suite,

f̄r = cos(ϕ)fx + sin(ϕ)fy, f̄ϕ = −r sin(ϕ)fx + r cos(ϕ)fy,(
f̄r
)2

= cos2(ϕ)f2
x + 2 cos(ϕ) sin(ϕ)fxfy + sin2(ϕ)f2

y ,(
1

r
f̄ϕ

)2

= sin2(ϕ)f2
x − 2 sin(ϕ) cos(ϕ)fxfy + cos2(ϕ)f2

y ,

et donc (grâce à la formule cos2(ϕ) + sin2(ϕ) = 1)(
f̄r
)2

+

(
1

r
f̄ϕ

)2

= f2
x + f2

y .

(2) Soit f1(x, y, z) = x2 + y2, f2(x, y, z) = (x− 2)2 + y2 + z2 = 4. Nous calculons que

∇f1(x, y, z) = 2(x, y, 0), ∇f2(x, y, z) = 2(x− 2, y, z).

Donc les vecteurs normaux aux surfaces {f1 = 4} et {f2 = 4} au point d’intersection P = (1,
√

3, 0)
sont

n1 := ∇f1(P ) = 2(1,
√

3, 0), n2 := ∇f2(P ) = 2(−1,
√

3, 0).

L’angle θ formé par les plans tangents à ces surfaces en ce point est la même que l’angle entre les
vecteurs normaux n1, n2, qui satisfait à la relation

cos(θ) =
n1 · n2

‖n1‖ · ‖n2‖
.
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On a

‖n1‖2 = 4(12 + (
√

3)2) = 4 · 4,

‖n2‖2 = 4(12 + (
√

3)2) = 4 · 4,

n1 · n2 = 4(1 · (−1) +
√

3 ·
√

3 + 0 · 0) = 4 · 2,
donc

cos(θ) =
2 · 4
4 · 4

=
1

2
.

Nous concluons que θ = 60◦.
(3) (a) Soit f = xeyz + y. Alors

∇f = (eyz, zxeyz + 1, yxeyz).

(b) Puisque ∇f(0, 0, 0) = (1, 1, 0), on en déduit que

D(1,1,1)f(0, 0, 0) = ∇f(0, 0, 0) · (1, 1, 1) = (1, 1, 0) · (1, 1, 1) = 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 0 = 2.

(c) La direction dans laquelle la dérivee de f au point (0, 0, 0) est-elle maximale (resp. minimale)
est 1√

2
(1, 1, 0) (resp. − 1√

2
(1, 1, 0)). On a D(x,y,z)f(0, 0, 0) = 0 quand (x, y, z) · (1, 1, 0) = 0, c’est

à dire, quand y = −x; la direction correspondant est alors v = (x,−x, z)/‖(x,−x, z)‖ (pourvu
que (x,−x, z) 6= (0, 0, 0)).

(4) (a) Soit g = x4 + x2y2 + y4. Alors

∇g = (4x3 + 2xy2, 2x2y + 4y3) = (2x(2x2 + y2), 2y(x2 + 2y2)).

On a ∇g = 0 seulement si
• 2x = 0 ou 2x2 + y2 = 0, et
• 2y = 0 ou x2 + 2y2 = 0.

La première cas n’est possible que si x = 0 ou (x, y) = (0, 0), la deuxième si y = 0 ou (x, y) =
(0, 0). Nous vérifions que ∇g(0, 0) = 0. Donc le seul point critique est (0, 0). En général, on a

∂2g

∂2x
= 12x2 + 2y2,

∂2g

∂x∂y
= 4xy,

∂2g

∂y∂x
= 4xy,

∂2g

∂2y
= 12y2 + 2x2,

Au point (x, y) = (0, 0), ils sont tous zéro.
(b) Soit h = x4 − y4 + 1. Alors

∇h = (4x3,−4y3).

On a ∇h = 0 seulement si 4x3 = 0 et −4y3 = 0, c’est à dire, si x = 0 et y = 0. Nous vérifions
que ∇h(0, 0) = 0. Donc le seul point critique est (0, 0). En général, on a

∂2h

∂2x
= 12x2,

∂2h

∂x∂y
= 0,

∂2h

∂y∂x
= 0,

∂2h

∂2y
= −12y2.

Au point (x, y) = (0, 0), ils sont tous zéro.


