CHAPITRE 3

Etude des extrema d’une fonction

1. Extrema : Rappels sur les fonctions d’une variable

Dans cette section on veut généraliser a plusieurs variable la discussion suivante
concernant les fonctions d’une variable :

Soit f une fonction définit sur un intervalle I de R ; on désire connaitre les points
x de I ou f(x) prend une valeur maximale ou minimale (on vent déterminer les
extremums de f). Pour cela

— On commence par calculer les valeurs de f aux extrémités de I, f(a), f(b) au

moins quand ces valeurs sont définies.

— on étudie alors f a l'intérieur de I : dans I'intervalle “ouvert” |a, b].

On suppose que f est 2 fois dérivable.

Proposition 3.1. Si f admet un extremum au point x dans |a,b| alors

f'(x)=0.
Cette proposition nous ameénea trouver les solutions de ’équation
fl(@)=0.

Les solutions sont appelés point critiques ou stationnaires. On regarde alors la dérivée
seconde en un tel point

Théoréme 3.1. Soit x €|a, b[ tel que f'(x) =0 alors,si
—si f"(x) < 0, il existe un intervalle ouvert I, =|a, b, contenant x tel que f
restreinte a I, prend sa valeur mazimale en x.
—si f"(x) > 0, il existe un intervalle ouvert I, =|a,,b,| contenant x tel que f
restreinte a I, prend sa valeur minimale en x.
— Si f"(x) = 0 plusieurs choses sont possible. En tout cas, on dit que f a un point
d’inflexion en x.

Dans les deux premiers cas on dit que f admet un extremum local en z. Evidement
les extremums locaux sont des candidats & étre des extremums globaux (sur I). A
priori pour les point d’inflextion f”(z) = 0 on ne peut rien dire et une étude plus
approfondie est nécéssaire :

Exemple 1.0.1. les fonctions f suivantes admettent un point d’inflexion en z =0
~ f(z) = z* : minimum en 0.

— f(z) = —2* : maximum en 0
— f(z) = 2 ni minimum ni maximum (pas méme local), f est strictement crois-
sante.
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22 3. ETUDE DES EXTREMA D’UNE FONCTION

2. Cas des fonctions de deux variables

On va généraliser la discussion précédente aux fonction a deux variables. On se
donne f définie sur un domaine D de R? et on désire déterminer les ¥ = (x,y) ou
f(Z) prend des valeurs extrémes. On suppose que f est deux fois dérivable. Pour cela,
on doit commencer par donner I'analogue des extrémités de I.

Définition 3.1. On définit 'intérieur de D, D° comme l’ensemble des ¥ dans D tels
qu’il existe une boule B(Z,r) de rayon > 0 entiérement contenue dans D. On définit
le bord de D, 0D comme étant le complémentaire de D° (les points de D qui ne sont
pas dans lintérieur).

Pour déterminer les extremums de f sur D, on procede ainsi

— On étudie les extremums de f sur le bord 0D : le bord est en général la réunion
d’une courbe et de point isolés. L’étude de f le long du bord est plus simple.

— On est ramené a étudier les extremums dans l'intérieur D°.

Proposition 3.2. Soit Zy = (xg,yo) un point de lintérieur de D. Si Ty est un extre-
mum de f sur D° alors

V(@) = (5 (@), (7o) = (0,0).

Définition 3.2. Un point Ty tel que

V(@) = (51 (@), (7)) = (0.0)

est appelé point critique pour f.

Preuve: Soit ¥y = (x¢,yo) un point de lintérieur et B(Zy,r), r > 0 une boule
contenue dans D. Considérons la fonction d’une variable

fl : $i—>f($7yo);

f1 est définie sur U'intervalle |xo — r, zo + 7| et par hypothese admet un extremum en
2o. On a donc

0
fi(zo) = 5;(560,%) = 0.

De méme, la fonction d’une variable

f2i y = f(x0,9);

fo est définie sur I'intervalle |yo — 7, 9o + 7[ et par hypothese admet un extremum en
1o- On a donc

folyo) = g;(xo,yo) =0.
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2.1. Le Hessien. Soit &y un point critique, 'analogue de la dérivée seconde est
le Hessien définit par
Pf s Pforf
Budy) 0 Bt g2 )

Hess(f)(20) = (
On a alors le résultat suivant

Théoréme 3.2. Soit f définie sur B(Zy,r), r > 0, deux fois dérivable. Supposons
que To soit un point critique pour f alors si

— Si Hess(f)(Zy) < 0, et si g%{(fo) < 0 alors il existe 0 < r' < r tel que f
restreinte a B(Zo,1") prend sa valeur maximale en Zo. On dit que Ty est un
maximum local pour f.

— Si Hess(f)(Z) <0, et si %(i‘b) <0, il existe 0 < 1’ <1 tel que f restreinte a
B(Zy,1") prend sa valeur minimale en Zo. On dit que Ty est un minimum local
pour f.

- Si Hess(f)(Zo) > 0, f nlest ni un mazimum, ni un minimum local en Zy. On
dit que Ty est un point selle, ou un point col de f.

— Si Hess(f)(Zy) = 0 plusieurs configurations sont possibles. En tous cas le point
To est dit dégénéré.

Remarque 2.1. Dans le cas ou Hess(f)(Z)) < 0, pourquoi considérer %(fo) plutot

que %(fo) ? En fait cela ne fait aucune différence : si
O L LS
Hess(f)(Zo) := (8:1583/) (Zo) — @w(%) <0
alors nécéssairement
fPf

et les dérivées d’ordre 2 en z et en y sont les méme.

2.2. Exemples. Dans cette section on va donner des exemple caractéristiques
des situations précédentes.
2.2.1. Cas d’un minimum local. Soit
fla,y) =2+
On a
Vi(z,y) = (2z,2y)
et donc le seul point critique est le point (0,0) et f(0,0) =0. On a

0% f 0% f 0 f
821‘ (x7y) ? 8xay (x7y) 07 aQy (x7y)

et donc
Hess(f)(0,0) = —4.
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On a g%(o, 0) =2 > 0 donc f aun minimum local en (0,0) : ¢’est méme un minimum
absolu et il est facile de voir cela directement : pour tout (x,y)
flz,y) = 2" +y* > 0= f(0,0).
2.2.2. Cas d’un maximum local. 11 suffit de considérer 'opposé du cas précédent
Soit
f(xa y) = _(I2 + y2)
La discussion précédente s’applique et on voit bien que (0, 0) est un maximum absolu :

flz,y) = —(® +y*) <0 = f(0,0).
2.2.3. Cas d’un point col. Soit

fla,y) =2° —y* = (x —y)(x +y).
On a
Vi, y) = 2z, —2y)
et donc le seul point critique est le point (0,0) et f(0,0) =0. On a
an 82f 82f

s =0, =~ =2
e 3x8y(x’y) 0, (z,y)

<x7y) - 27 azy

et donc

Hess(f)(0,0) =4 > 0.
On est dans le cas d'un point col : si y = z ou bien y = —z, f(z,y) = 0, la fonction
f prend donc la valeur f(0,0) le long des deux droites d’équations

r—y=0oubienz+y=0

et
f(z,y) > 0siz—y et x+y sont de méme signe
f(z,y) <0six—yetx+ysont de signe oppposé.
2.2.4. Cas d’un point dégénéré.
fla,y) =a® + 4.
On a

Vi(wy) = (22, 3y%)
et donc le seul point critique est le point (0,0) et f(0,0) = 0.0On a

0*f B 0% f B 0*f B

et donc

Hess(f)(0,0) = 0.
Le point est donc dégénéré et comme le montrela figure, ce n’est ni un maximum,
ni un minimum, ni un col. En fait, dans le cas des points dégénérés, on peut obtenir
toute une variété de situations différentes. Dans ce cours, on ne les classifiera pas de
maniere systématique.
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FIGURE 1. Minimum f(z,y) = 22 + ¢>

FIGURE 2. Maximum f(z,y) = —2% — 1

2.3. Formule d’approximation quadratique. On va donner une idée de la

preuve de ce théoreme : pour cela nous aurons besoin de la formule suivante que nous
admettrons

Théoréme 3.3 (Formule d’approximation quadratique). Soit f une fonction deux
fois dérivable de dérivées continues sur une boule B(Zy,r). Ecrivons

—

Ty = (w0, 0), (v,y) = 2o+ h= (g + h1,y0 + ho)
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FIGURE 3. Col f(z,y) = 2% — ¢?

FIGURE 4. Point dégénéré f(x,y) = 2> + y>.
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vy = £+ ) = F@) + 5 @)+ 5L @)
sl i 2 2L s+ L @) 18) + 0+ 1))

En particulier si Zy est un point critique, la formule devient

f(x,y) = f(xo+ hi,yo + h2)

= 100+ 5 (oL @) + 20 () + L (7). 18) + 17+ )t

Considérons le polynoéme quadratique

1,0°f o2 f 92 f
PCX%:g(gng)XQ+23ﬂ%( )X+ g (@ @hgzzax2+ax+c;
L O 1
= 292,700 P = gy o) = 7, (o)
si hg #0, 0n a

f(xo+ h1,yo + ha) = f(Zo) + B3P(h1/ha) + (h] + hg)g(ﬁ);

cela nous ramene a étudier le signe de P(X). Le discriminant de ce polynome est
A = b? — 4ac et vaut précisement

A = Hess(f)(Zo).

2.4. Cas des extremum locaux. Supposons que le Héssien est négatif, comme
A =0*—4ac <0, onaa,c#0 de plus

le polynome P(X) ne s’annule pas sur R et reste de signe constant. Ce signe est donné
par le signe du premier coefficient a c.a.d. le signe de %(fo).

Supposons alors que g%(fo) < 0, alors pour hy # 0, la partie quadratique vaut
0*f *f 0*f 2
%2()h+288()h@+ay(®@):mHMMﬁ<0
et si ho = 0, la partie quadratique vaut
1Pf

avec égalité ssi hy = 0. Ainsi compte-tenu du fait que le terme (h% + h2)e(h) est un
terme d’erreur quand (hq, hy) est proche de zero, on voit que

2 2 2
f(z,y) — f(Zo) = +;(§2£(f0).h% + 26(15 (Zo).hihg + g i( 0).h ) + Erreur

a tendance a étre négatif quand (x,y) est proche de (xo, o) : f(x0,yo) est maximal
au voisinage de Iy : Zp est un maximum local.
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FIGURE 6. maximum f(z,y) = —(z* — 3zy/2 + y?)

. . . 25, . .
Le méme raisonnement s’applique quand %(mo) > 0 et fournit un minimum local.

2.5. Cas d’un point col. Supposons que le Héssien est positif.
2
2.5.1. Cas ot P est de degré 2. Supposons d’abord que %(50) # 0 (ie. P est un
“yrai” polynome de degré 2) alors le polynome P(X) a deux racines réelles distinctes

2
b+ VA gy + /Hess(f)
- 2@ - 82f I

0%z

X,
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X = —b— \/Z _ _Bifgy B HGSS(f)

2a %
et s’écrit
LO*f
(X) = 555, ()X = X )(X = X).
On en déduit que le terme quadratique vaut
1/,0%f, *f f 10%f
5(%(%).%&%% (xo).hlhg—kaTy(xo).h%) = 5 5 () (b1 = X o) (g = X_ha);

Ainsi on voit que

_10%f

flz,y) — (&) = 5%(92"0)(% — X hy)(hy — X_hgy) + Erreur;
a tendance a étre tres petit quand (hy, hy) varie le long d'une des deux droites d’équa-

tion

h1 — Xiho=0, hy — X_hy =0
et hors de ces droite change de signe en fonction du quadrant définit par ces droites
dans lequel (hq, hy) se trouve. Les deux droites ci-dessus sont appellées les droites

caractéristiques (ou isotropes) associées au point col ¥y. Rappelons que hy = x — xy,
ho =y — yo et les équation de ces droites s’écrivent

r—x0—X:(y—v)=0, 2 —20— X_(y—yo) = 0.

Elles sont horizontales donc paralelles au plan tangent au graphe en 7y : comme
est critique, I’équation du plan tangent est

Z — f(.fo) =0.

2.5.2. Cas ot P est de degré 1. Si maintenant %L (Z,) = 0, P est un polynome

2
7/ 7’ /7 7’ . d2x
de degré 1 et la formule précédente s’écrit

" *f 19%f
flz,y) — f(Z) = amgy (%o).h1hg + 2825(%).@ + Erreur
_Pf e, f
= 9200 (Zo)(hy — Xhg)hy + Erreur, X = _§3Ty($0)/8x3y(xo)'

A nouveau on obtient deux droites caractéristiques, le long desquelles f(x,y) — f(Zo)
est tres petit, d’équation

r—x9— XY —Y), ¥y—yo =0.
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FIGURE 7. Crete f(z,y) = —(z — y)*/(1 + 2% + y?)

2.6. Cas des points dégénérés (facultatif). Si Hess(f)(Zo) = 0 le discrimi-
nant de P est nul. ,

Il y a plusieurs possibilités : si %(fo) # 0 alors P est un “vrai” polynéme de
degré 2 et il admet une racine double X, = —b/2a. Ainsi
*f .,

" 1 "
f(l‘, y) — f(ﬂfo) = 5(]7,1 — X0h2>2 + Erreur, XQ = —m<flfo) %(l‘0>

Ainsi quand (z,y) varie au voisinage de Zy le long de la droite d’équation

x —x0— Xo(y —y0) =0
la différence f(z,y) — f(Zo) a tendance a étre tres petite. En dehors de cette droite
(encore appelée droite caractéristique ou isotrope) on voit que au voisinage de Ty,
cette différence a tendance a étre du méme signe que f

922
2¢, .
%(1’0) < 0), soit & une “crevasse”

(Zo). Ainsi le graphe de f
ressemble pres de 7y, soit a une “ligne de crete” (si
(si %(fo) > (). Ily a bien d’autre configurations possibles : P peut étre un polynéme
constant, nul ou non nul. Dans le dernier cas on obtient a nouveau une droite isotrope

(verticale) d’équation
Yy—4 =0,
et une configuration de ligne de crete ou de crevasse.

Enfin si P est le polyndéem nul, la formula d’approximation quadratique prend la
forme

f(x,y) = f(xo+ h1,yo + ha) = f(Zo) + (b + h%)s(ﬁ)
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FiGURE 9. Col f(z,y) = a* — y*

et il est nécéssaire de regarder de plus pres la forme du terme d’erreur (h? + h%)s(ﬁ) :

: R : _ A4
on peut obtenir un extrema local (f(z,y) = z* +y*), un point col (f(z,y) = z* — y*)
ou quelque chose de tout a fait différent.
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FIGURE 10. Point dégénéré f(x,y) = 23 +¢*



