CHAPITRE 2

Le Théoreme des Nombres Premiers

On a vu dans l'introduction la preuve d’Euclide de l'infinitude des nombres premiers (par
Pabsurde). Dans cette partie on va s’intéresser a quantifier cet énoncé : pour cela on définit
la fonction de comptage

n(x)={pe??, p<xil.
Le théoreme d’Euclide dit donc que 7(x) — +0o0 quand x — +oo et la question qui se pose est
a quelle vitesse ¢

On peut faire assez facilement des expériences de comptage des nombres premiers : il faut
d’abord en dresser la liste Jusqu’a une certaine limite. Une méthode simple et systématique
est donnée par le crible d’Erathosténe :

(1) On fait la liste de tous les entiers jusqu’a X.
(2) On biffe 1 (qui n’est pas premier)
(3) On garde 2 et on biffe tous ses autres multiples
(4) On garde 3 et on biffe tous les multiples de 3 qui n’ont pas déja été éliminés
(5)
(6)

6

le premier nombre non biffé & I’étape précédente est automatiquement premier, on
le garde et on biffe ces multiples

(7) ...
Par exemple pour X =30, on obtient
234567891011 1213 141516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
23 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

23 5 7 11 13 17 19 23 25 29
23 5 7 11 13 17 19 23 29
23 5 7 11 13 17 19 23 29

Remarque 2.1. Dans I’exemple précédent, on remarque qu’on obtient la liste des nombres
premiers < X dés la troisieme étape (quand on biffe les multiples de 5). Cela s’explique sim-
plement par le critere suivant :

Un entier n=2 est composé, si et seulement si il admet un diviseur d vérifiant 1 <d <+/n.
Preuve. En effet si n admet un divisieur d >1 et <y/nalorsn>1et vun<ndoncd#1l,netn
est composé. Réciproquement, n un nombre composé et d # 1, n un diviseur, le nombre n/d est
également un diviseur de n (le diviseur complémentaire, n=d.(n/d)) qui vérifie 1 < n/d < n.
Posant alors

d':==min(d, n/d),

7



8 2. LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS

on a
1<d <v/n.

O
Ainsi, on obtient la liste de tous les nombres premiers <30 dés qu’on a biffé les multiples de
5 parce que 72 > 49.

Observons que l’espacement entre les nombres premiers consécutifs semble s’accroitre
ce qui suggere que ’ensemble des premier doit étre de moins en moins dense. A la suite
d’expériences de comptage beaucoup plus intensives, Gauss et Legendre, indépendament,
ont formulé aux alentour de 'année 1795 une conjecture donnant une formula asymptotique
pour 7(x) : la conjecture des nombres premiers. Une centaine d’années plus tard (1896) cette
conjecture fit démontrée par Hadamard et de la Vallée-Poussin et devint ainsi le Théoréeme
des Nombres Premiers :

THEOREME (Théoréme des Nombres Premiers (TNP)). Quand x — +oo,

T(x) = .
logx

s Bt
o h debuVatle: F o,

Jacques Hadamard (1865-1963) Charles-Jean de La Vallée Poussin (1866-1962)

Remarque 2.2. Dans les années 1830, Dirichlet avait formulé la conjecture des nombres
premiers sous une forme un peu différente : introduisant la fonction suivante, appelée loga-

rithme integral
, ®dt
Li(x) := f —,
2 t

il avait conjecturé que
7(x) = Li(x).

—— (faire une intégration par parties) cette formulation de la conjecture est

log x
bien équivalente a 'originale ; cependant la formulation de Dirichlet est meilleure : comme on

va le voir, la preuve du TNP fournit en fait le développement asymptotique suivant

7(x) = Li(x) + O(xexp(—cy/logx))

pour ¢ >0 une constante absolue. D’autre part, par intégration par parties (voir Iexercice
?7), on voit que

Comme Li(x) =

+ al +0 al
logx log®x log® x

Li(x) = )



1. LA METHODE D’EULER 9

) - ) X
et comme la fonction xexp(—cy/logx) est négligeable devant la fonction o on a

pour x assez grand, alors que
x
2

)

7(x) —Li(x) = o(
log® x

quand x — +oo. En fait la célebre Hypothése de Riemann (voir ci-apres) prédit que

7(x) = Li(x) + O(x'"?log? x).

1. La méthode d’Euler

Avec un peu de soin, la preuve d’Euclide peut étre modifiée pour fournir une minoration
explicite de m(x) ; celle-ci est tres mauvaise. C’est une autre preuve de l'infinitude des nombres
premiers, due a Euler qui ouvrit la voie a la preuve du TNP et d’une certaine maniére constitue
le point de départ de la théorie analytique des nombres. La méthode d’Euler est de nature
combinatoire et analytique et est basée sur la série "zeta” introduite par lui-méme : pour s> 1,
on consiere la série convergente

{(s)=) is
n=1 1

Par comparaison série-intégrale, on a
1 0 dx 1
(=) == —=—=—+00, s—1".
=1 1 X s—1

L’observation fondamentale d’Euler est le fait que le Théoréeme Fondamental de I’ Arithmétique
permet d’exprimer {(s) en fonction des nombres premiers : pour s> 1 considérons pour chaque
nombre premier p la série

+...

1 1
=14+ —F+——+-+
(p(s) P (pz)s

(p9)?*

(ie. la série { “restreinte” aux puissances de p) c’est une série géométrique qui vaut
1 _
{p(s) = (1—;) L
Ainsi, par unicité de la factorisation dans le Théoréeme Fondamental de 1’Arithmétique,

1
C2(9)¢3(s) = —_—
T
est la série { “restreinte” aux entiers dont la décomposition en puissance de nombre premiers
ne contient que des 2 et des 3; de méme {»(s){3(s){5(s) est la série ¢ “restreinte” aux entiers
dont la décomposition en puissance de nombre premiers ne contient que des 2 des 3 et et des
5...
Supposont que
9: {2;375r”' ypmax}

est fini, poursuivant le raisonnement précédent, on obtient 'identité :

(2.1) {(s)=) ni =[] ¢ =11 (1—%)‘1

n=1 peP pePp
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Comme le produit [[,eq(1— #)_1 est fini et que pour tout p premier, {,(s) est bien défini

en s=1 (et vaut 1—1/p), on voit que {(s) devrait avoir une limite finie quand s — 1* : une
contradiction, donc & est infini.

En fait on montrera bientot que, bien que 22 soit infini, I'identié est valide pour s> 1
(le produit infini converge et vaut {(s)). La méthode d’Euler permet alors d’avoir des résultats
quantitatifs précis sur le comptage des nombres premier : prenons le logarithme de 'identité
(2.1)) : pour s>1, on a

1 1 1 1
log({(s))=-) logl——)=) (—+0(—==))=) — + 0(1)
8 ; 8 p* g(l)s p* ) ; p*

D’autre part, on a vu que
1
log(((s)) = 108(3_—1) = —log(s—1).
Ainsi pour s> 1,

Zis = —log(s—1)+0().
p P

Faisant tendre s vers 1, on obtient donc (par convergence dominée) que

THEOREME. La série

5

< |-

est divergente.

2. La méthode de Chebychef

Nous commencerons par le resultat suivant di a Chebycheff (~ 1850), qui n’utilise que des
méthodes élémentaires et qui donne le bon ordre de grandeur pour la fonction m(x) :

Théoreme 2.3. Il existe des constantes 0 < c < C telles que pour x =2 on ait

sn(x)sCi

Clogx logx’

Preuve. Soit n =1, considérons sa factorielle
nl= H k.
1sksn

La méthode de Chebycheff est basée sur le fait que ce nombre n! est divisible (et n’est divisible
que) par tous les nombres premier < n. Commencons par rappeler la

Définition 2.4. Pour ne€ Z—{0} et p un nombre premier la valuation p-adique de n,
vp(n) est le plus grand entier a =0 tel que p* divise n : ie. p*|n et p**! fn. En particulier

on a
n= H pvp(n) = H pvp(n).
pln peP

Sin=0 on pose vy(0) =oo.

On a donc
nl = H p”p(”!), de plus vp(n!) =1 pour tout p <n.

psn
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Ainsi en prenant le logarithme de cette expression on a
log(n!) = Y_ vp(nhlog(p).
ps<n
On évalue les deux cotés de cette identité. Considérons la partie de gauche
log(n!) = )_ logk.
k<sn

Cette derniere somme peut étre évaluée en la comparant avec I’ intégrale
n
f logtdt=nlogn—-n+1
1

(voir le chapitre suivant) et on trouve
(2.2) log(n!) = )_ logk = nlogn—n+ O(logn).
k<n
Ainsi, on obtient que

Z vp(nh)log(p) = nlogn —n+ O(logn).

psn
Nous avons maintenant besoin d’évaluer la valuation v,(n!). Soit k un entier, la valuation
vp(k) (le plus grand exposant a tel que p® divise k) vaut
vp(k) =max(a =0, p*lk)= )1

az=1
plk

et donc (intervertissant les sommations) on a

)= Y v= )Y Y 1=) ) 1=Z[%1,

1<ks<n 1<ks<n a=1 a>li<k<n a=1 P
pelk Py
avec
x—[xl= ) 1=x-{x}
1<ksx

désignant la fonction partie entiére de x ({x} désigne la partie fractionnaire); on a utilisé les

identités .
2: 1= 2: 1::[—7;L
l<ksn  1<k'sn/p® p
p“lk
On a donc
(2.3) Y logp ). [%] =nlogn—n+ O(logn).
psn %21 14
pi<n

Evaluons la somme

Y [
a=1 pa ,
pi<n
comme [x] < x, cette somme est majorée par
n n n n 1 n n
[—]<) —=———=—(1+0(=) == +0(=)
0;1 p© o;lp“ p-1/p) p p’ P p?

p*<sn
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On a donc
1 1 1
nlogn—n+0(Uogn)<n ) logp(—=+0(=)=n ) 8P L om)

psn p p psn p

car
I
Y 2P _ o
p<n P

on a donc, divisant par n

1
y in >logn+0(1)

ps<n
ce qui montre encore que ’ensemble des nombres premiers est infini.
2.1. Le coefficient binomial. Cette approche ne permet cependant pas d’obtenir la
fonction de comptage des nombres premiers : le probleme est que le “poids” vy(n!) varie
beaucoup quand p varie entre 2 et n. Pour y remédier, Chebycheff considere a la place de

I'entier n!, le coefficient du binome CJ, = @2n)/(nH? :
Par (2.2]), on voit d’abord que

logCj, = (2nlog2n—2n+ O(logn)) —2(nlogn — n+ O(logn)) = (log4)n + O(log2n).

Remarque 2.5. On peut obtenir cette formule asymptotique de maniere plus élémen-
taire : on a

2n
Y cF =+ 1"
k=0
et on sait bien que parmi les 2n+1 termes de cette somme, CJ est le plus grand. Ainsi

(1+1)2"

<Cl <(1+1)*"
2n+1 2n <1 H1)

donc prenant le log, on obtient
logC, = 2n(log2) + O(log n).

Remarquons que Cj' est divisible par tous les nombres premiers de I'intervalle 1n,2n] : on
a donc

(2'4> log(cznn) = Z UP(C;n) logp = Z logp,
ps2n n<ps2n
Posant
0(x):= Z logp,
ps<x

on obtient que pour tout n=2
0(2n)—-0(n) < (log2)2n.

Etant donné un nombre réel x =2, il existe toujours un entier pair 2n tel que 0< x—-2n<2;
utilisant le fait que

0<0(x)-0(2n) <2log2x),0<0(x/2)-0(n) <2<x,
on voit que pour tout x =2

0(x) —0(x/2) < (log2)x + O(log x).
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et utilisant cette inégalité avec x,x/2,x/4,... etc, (O(logx) fois) on en déduit que

0w = Y owi2h-0w2th< Y (og2)o
k=0 O<sk<logx 2

< (2log2)x + O(log? x).

On en deduit facilement une majoration pour m(x) avec le bon ordre de grandeur : on a
=) 1= > 1+ Y 1,
p<x p<xl2 x12<p<x

1/2

le premier terme est majoré par x*'< alors que le second terme vérifie

1
1< ———
log(xl/Z) Z

x2<p<x

2 X
logp = @(H(x) -0(x/2)) < 2(log4)@ + O(log x)

xV2<p<x

et donc
X 1/2
7m(x) <2(logd) —— + O(x ™).
logx

Remarque 2.6. Par un argument un peu plus élaboré (intégration par parties, voir le
chapitre suivant), on peut montrer que

]
7(x) < (log4) —— (1 + O(——)), x — +00.
logx logx

2.2. Minoration. Pour obtenir une minoration, il nous faut étre plus précis sur la valeur
de vp(C;n) :on a

2
vp(C3) = vp2nY) —2v,(n) = Y [—Z] —2[%1 =) a)(%)
a=1 p a=1 P

avec
o(x): x—[2x]-2[x] =2{x} —{2x}.

Cette fonction est periodique de période 1 et vaut
0 x€[0,1/2]
o(x) =
1 xe[l1/2,1].

En particulier, elle varie donc beaucoup moins que la fonction x — [x]. Observant que, pour
p <2n le nombre de terme non nuls de la somme

n
o(—)
og'l p

est borné par log2n/logp et comme @(n/p%) <1, on obtient la majoration

log2
(2.5)  logCj,=(log4)n+0(ogn)= Y logp . (D(%) <) logpM = (log2n)m(2n).
p<2n a=1 p p<2n logp
Ainsi, on obtient la minoration
2n
(log2) +001) <7n(2n)

log2n

et plus généralement, pour tout entier x =2

X 1
(log2) 1+0( )) < m(x).
logx logx
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On en déduit également une minoration pour la fonction 6(x) :

1
0(x) = Z logp+ Z logp;(logx”z)(n(x)—n(x1/2)+O(x1/210gx):Elogxn(x)+0(x”210gx)

p<xl/2 x2<p<x
et donc
(2.6) 0(x) = T x(1+ O(L))
On a donc montré I'existence de constantes 0 < ¢ < C telles que pour tout x =2
(2.7) cx<0(x)<Cx, cé <m(x) < <Cé

0

Remarque 2.7. Avec un peu plus de soin, on peut montrer que les constances ¢ et C
peuvent étre prises arbitrairement proches de log2 et 2log2 respectivement au moins quand
x est assez grand (cf. Exercice [2.8)).

On déduit du théoreme de Chebycheff I’estimation asymptotique suivante

THEOREME (Mertens). On a
1
y == 8P _logx+0(1).
p<x P
Preuve. Revenons a (2.3) : pour n=>2,
Y logp ). [%] =nlogn—n+ 0(logn).
psn 1<a, p*<n p
La contribution des a =2 au terme de gauche est bornée par
> logp 3 [—1 Zlong—«nZ gp—O( )

psn 2<a, p<n 2<a P psn
pisn

Considérant le reste et écrivant [n/p] = n/p+ O(1) on obtient

Z 10gpﬁ + O(Z logp) = nlogn—n+ O(logn) + O(n).

psn psn

et donc par la majoration de Chebycheff }.,<,logp = O(n), on trouve que

n
> logp; = nlogn+ O(n).

psn
On conclut en divisant cette derniere égalité par n. O
3. La méthode de Nair

En 1977, a donné une version trés élégante de la minoration de m(x) dans la méthode de
Chebycheff : Soit n=1 un entier, on note d; le ppcm des entiers 1,2,...,n

d,=11,2,...,n—1,n).
Soit I, I'integrale
1
I, :f x"1-x)"dx.
0
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Développant cette integrale, on voit que c’est une somme de nombres rationnels dont les
dénominateurs sont des entiers compris entre 1 et 2n+1, ainsi I,,.d2,+1 est un entier non-nul
(car I, intégrale d’une fonction positive non-nulle, est non-nulle), ainsi I,.d2,+1 =1 et donc

I' <dpir.
D’autre part comme 0 < x(1—x)<1/4 pour x€[0,1] on a I,, <4™" soit dap+1 24" On a

logdons1= Y, logpuy(dani)

p<2n+l
avec
Vp(d2n+1) = MaXpy=1..2n+1Vp(M) = MaXp,=1..2n+1 Z 1= Z 1= [IO?Z—nH .
k=1, pkim k=1, pk<2n+1 ogp
Ainsi
log(don+1) =y (2n+1)
avec

3 logx
px) =) logp[logp].

psx

On a donc, pour tout n=1,

w(2n+1) =log4") = (log2).2n

et comme
log2n+1
y2n+1) < ) logp——— =n@n+1)log2n+1),
p<2n+l1 logp
on a pour tout x =2,
2n
n2n+1) =2log2—
log(2n+1)

dont on déduit que pour tout x =2

7(x) = log2——(1 + O(——)).
logx

log x
Exercice(s) 2.8. En remplacant x'/? part une autre valeur dans les découpages

m(x) = Z 1+ Z 1, 6(x) = Z logp + Z logp

p<xl/2 x2<p<x p<xl/2 2<p<x

montrer que
n(x) 0(x)
—— <2log2+0(1), x — +o0.

log2+o0(1) < ,
ogz+oll) x/logx™ x







CHAPITRE 3

Sommation de fonctions arithmétiques

Dans ce chapitre, on va donner quelques méthodes de base pour évaluer des sommes sur
les entiers. Les termes de ces sommes sont appellées fonctions arithmétiques.

Définition 3.1. Une fonction arithmétique est une fonction a valeurs complezes de I’en-
semble des entiers positifs, f:Nz; — C. On note o le C-espace vectoriel des fonctions arith-
métiques.

Exemple(s) 3.2. (1) La fonction constante égale a 1
l:n—1,
(2) La "fonction de Dirac” en 1

1, n=1
o:n— )
0 n#l

(3) La fonction caractéristique de I’ensemble des nombres premiers,
1, =peP
lp:n— n=pe R
0 n¢g»
(4) Cette méme fonction pondérée par log,
log.1p : n— log(n)le(n);
(5) La fonction de von Mangolt,
1 =p? =
A ogp, n=p“, a=l
0 n#p®

Bien que d’apparence artificielle, cette derniére fonction apparait naturellement dans
I’étude des nombres premiers et joue un role fondamental.

Définition 3.3. Soit f une fonction arithmétique, la fonction sommatoire de f est la
fonction définie sur Rsg par

x—Mrx)= )Y f(n).

lsns<x

C’est une fonction constante par morceaux et dans ce chapitre, on va donner des mthodes
pour étudier la question suivante :

Probléme. Etant donné une fonction arithmétique f, déterminer le comportement de
Mp(x) quand x — +oo.

Exemple(s) 3.4. (1) M1(x) =X 1<nex =[xl =x+0(1).
(2) m(x) =M, (x) =X <y 1.

17
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(3) 0(x):= My, 105(x) = X p<xlogp,
(4) w(x):= Mp(X) = X1<pecylogp.
En guide d’exemple, on va comparer 8(x) et w(x). Observons d’abord que
0(x) <y(x);

plus précisement, on a

v(x)=0(x)+ Z logp.

p¥<x
a=2
On a
| = | 1< |
az ogp= ). logp Z Zm o8 logp
<X p<f p <X p<x
(Z>2 a=2
<logx Y 1< x'?logx
p$x1/2
Ainsi

w(x) =0(x) + O(x'"?logx)
On I'a vu que par la méthode de Chebycheff, (x) > x (cf. (2.6)) et on en déduit que

(3.1) Y (x) ~0(x).

1. Approximation par une intégrale, Intégration par parties

Si f est la restriction & Ns¢ d’une fonction continue sur R, M r(x) est souvent bien ap-
proximée par flx f®dt. Par exemple si f est monotone, on a

Théoréme 3.5 (comparaison séries/integrales).
(3.2) M (x) = fl FOdL+OUf M) +1£ (D).

Preuve. Supposons f croissante ; le résultat se déduit par sommation de I'inégalité pour n=2 :

n n+1
f fodt< f(n) sf fdt.
n—1 n

Par exemple, on a
X
(3.3) Migg(x) = ) log(n) = f log(t)dt+ O(log(x)) = xlogx — x + O(log x).
ns<x 1
Le résultat suivant permet d’évaluer la fonction sommatoire d’un produit d’une fonction
arithmetique quelconque par une fonction “lisse” :

Théoréme 3.6 (Integration par partie). Soit g une fonction arithmétique ; soient a<be
R* et f:la, bl — C une fonction de classe Cl. Ona

b
Mg(h)~Mpg@= Y. f(n)g(n):[f(t)Mg(t)lizZ—f Mg (D) f'(dt
a

a<n<b

b
= f(b)Mg(b) - f(a)Mg(a) - f f(Mg(ndr
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Preuve. Supposons d’abord que b=a+1=n+1eNg :

b
[Mg(x)f(x)]§22 —f Mg(x)g/(x)dx =Mg(n+1)f(n+1)—Mg(n).f(n) — Mg(n)(f(n+1)— f(n)
a
= f(n+1).g(n+1) = Msg(n+1) = Msg(n)
par additivité on étend la formule a a < b e N5g. puis on passe aux a, b réels généraux O

Remarque 3.7. On notera l'analogie entre cette formule et la formule d’integration
classique : si f est C! et g est continue, on a

fabf(t)g(t)dt: [f(t)G(t)]Z—fabf’(r)G(t)dt
ol .
G(x)=f g(ndt
est une primitive de g. 1
Exemple(s) 3.8. On a
O(x)=) log(p)= ) log(n)lgz(n)

ps<x 2sn<x
x dt
:n(x)log(x)—log(Z)—f n(t)T
2
dt )
log(?)

=n(x)log(x) + O(1) + O(f
2

= 710 log(x) + O(——)
= m(x)log(x Iogx

I’avant derniere inégalité résultant du théoreme de Chebychef. En particulier comme m(x) >
x/logx on voit que

0(x) = m(x)log(x)(1 + o(1)).
Ainsi par (3.1 on a les équivalence suivantes concernant le TNP :

m(x) ~ L —=0x) ~x =y ~=x
logx

C’est en fait la derniere équivalence que Hadamard-De la Vallée-Poussin ont démontrée dans
leur preuve du TNP.

Considérant la fonction arithmétique constante égale & g =1 (M;(x) = [x]), on déduit du
lemme d’intégration par parties la formule plus précise suivante liant séries et integrales :

Corollaire 3.9 (Formule d’Euler Mac-Laurin). Soit f une fonction de classe C' sur Rsg,
et soit

Y1(x):=x—[x]-1/2={x}-1/2;
on a pour x>1
M¢(x) =f1 f(t)dt+f1 v f Wdt+y1 (D) f1) —y1(x) f(x)
en particulier

|Mf(x)—fl f(t)dtlsfl O+ DI+,
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Remarque 3.10. On a ¥;(x) = B;({x}) ol By (x) = x—1/2. Ce polynome est appellé premier
polynome de Bernoulli.

Preuve. Exercice O

Remarque 3.11. L’intéret dans cette formule est que la fonction g n’est pas nécéssaire-
ment monotone.

Exercice(s) 3.12. Montrer que
Miog(x) = Y logn=xlogx—x+c+0(x")
ns<x

ou ¢ est une certaine constante.

2. Convolution de Dirichlet

La convolution de Dirichlet est une loi de composition sur ’ensemble des fonctions arith-
métiques qui rend compte de la structure multiplicative de ’ensemble des entiers.
Soient f,ge </, on définit f* ge o/ en posant

fxgm= ) flwgh) =) fdgnld).

ab=n dln

Proposition 3.13. (of,+, *) a une structure de C-algébre commutative, associative, d’élé-
ment neutre la fonction 81. L’ensemble des éléments inversibles de l'algébre o, est

A ={feod, f(1)#0}.
Pour fed™, on note fY son inverse pour la convolution de Dirichlet.

Preuve. On ne vérifiera que certains points, le reste est laissé en exercices :
— Commutativité

frgm= ) flwgh) =) gl@fb)=gx*f(n
ab=n ab=n
— Elément neutre :

f*61(m) =Y f(nid)d1(d) = f(n/1) = f(n)
dln

donc d7 est bien I’élément neutre.

— Unités : Si f est inversible d’inverse f‘1 alors f*f‘l(l) =611)=1= f(l)f_l(l) donc
f) #0. Soit f t.q. f(1) #0 on cherche ge o« qui vérifie f* g =91, en particulier
f+g)=f(1)g)=1 donc g(1) =1/f(1). Pour tout n>1

frgm)=61m)=0=) fldgnid=gmf)+ Y fldgnid
dln dln,d>1

donc

1
gm=—-——— > f(d)gnld)
f(l) dln,d>1
comme n/d<nsid>1, g(n) est determiné par les valeurs de g aux entiers < n/2, on
définit g par récurrence.
O
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NOTATION. Si f est une fonction arithmétique et k € N, on notera la convolution itérée k
fois de f sous la forme

f(*k):f*f*...*f( k fois),

et si f est inversible on étant cette notation aux entiers relatifs de maniére évidente : ie.
f(*—k) — (f(—l))*k

2.1. Exemples.
(1) 1%1(n) =YX 4,1 =:d(n) est le nombre de diviseurs de n.
(2) 1%1%1(n) =Y qpe=n 1 =:d3(n) est le nombre de représentations de n comme produit
de trois entiers et plus généralement

de(m) =1y =15 x1m= Y 1
dl...dk:n
est le nombre de représentation de n comme produit de k entiers.
(3) On a

log=Ax1, log(n) =) A(d).
din

En effet si n=[, p*
log(n) =log([ [ p*7) =) a,log(p) =
p P

Yo ) log(p)= ) log(p) =) A(d).

p l<a<a, p%in dln

2.2. Formule d’inversion de Moebius. La fonction de Moebius est par définition
Iinverse de la fonction constante 1 :

p=1Y u =1, pmy=- Y .
dln
d<n

Dans la section suivante on va montrer que

(1) w(n) =0 si n est divisible par un carré #1 (ie. il existe p premier t.q. p?|n).

(2) p(n)=(-1)" si n est sans facteurs carrés et a r facteurs premiers : n=pypz...p, avec

pi premiers.
Théoréme 3.14 (Formule d’inversion de Moebius). Soient f,g € of, les identités sui-

vantes sont équivalentes

(1) Pour tout n, f(n) =Y 4,8(d).

(2) Pour tout n, g(n) =Y g, 1(d) f(nld).
Preuve. La premiere identité est équivalente & f = g#1 et la deuxieme a g = f = et il est clair

que
f=g*xl=fru=g*xlru< fru=g+x(lsp) < fru=g.

Ainsi on a

An) =) wd)log(nid) =) u(d)logn) - u(d)log(d) = - u(d)log(d).
din din din din
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2.3. Exemple : la fonction d’Euler. La fonction ¢ d’Euler. Par définition
@(n) =(ZInZ)*|,

c’est a dire que @(n) est égal
— au nombre de générateurs du groupe cyclique Z/nZ.
— au nombre d’éléments de Z/nZ d’ordre n exactement.
— au nombre d’entiers 0 < a<n—1 premiers a n.
Dans tout groupe fini G, on a la partition
G=|] G4
dllGl
ou G4 est 'ensemble des éléments d’ordre d exactement. Dans un groupe cyclique tous les
éléments d’ ordre donné d engendrent le méme groupe cyclique (donc =7Z/dZ); on a donc
pour d|n
(ZInZ)al = @(d) et n=) |(ZInZ)al =Y ¢p(d) = (1 *¢)(n).
din dln
Ainsi on a les identités de fonctions arithmétiques

[d=1=*¢, cp:Id*u:Zdu(n/d)
din

3. Application au comptage des nombres premiers

Théoréme 3.15 (Mertens). On a

(3.4) Al _ log(x) +0(1), Y log(p) _ log(x) + O(1)
n<x 1N psx P
(3.5) > L loglog(x) + O(1).
p<x P

Preuve. On a

1 A 1 |
Z _Ogap =0(1) et comme Z _(n) = Z 08P + Z —ng,
a <x N <x P a p“
pisx nsx psx pesx
a=2 a=2

les deux égalités de (3.4]) sont équivalentes. La troisieme égalité (3.5) résulte de (3.4)) par une
intégration par parties.
Pour montrer la premiere partie de (3.4), on évalue de deux manieres la somme
Migg(x) = Y_ log(n).
nsx
D’une part
Y log(n) = xlogx + O(x).

ns<x
D’autre part log=A =1 et

Y logm)=) Y Ad=) Ad ) 1

nsx nsxdin d<x m<x/d

=Y ADIE1= Y A= +0(Y. Ad)
d<x d d<x d d<x
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(on a utilisé que [x] = x+ O(1)). Par le théoréeme de Chebycheff
Z Ad) = Z logp + ZZ logp=0(x) + O(x”zlogx) =0(x)

dsx psx p<x1?2, pe<x
et donc

xlogx+ O(x) = Zlog(n) xZ—+O()

ns<x d<x

ce qui donne le résultat en divisant les deux termes par x.

4. Fonctions multiplicatives

Définition 3.16. Une fonction arithmétique f non nulle est multiplicative (resp. com-
plétement multiplicative) si et seulement si elle vérifie :
— pour tous m,n=1 premiers entre eux on a f(mn) = f(m)f(n) (resp. pour tous m,n=1,
fimn)=f(m)f(n).)
En particulier, une fonction multiplicative vérifie f(1) =1 et elle est déterminée entiérement
par ses valeurs auzx puissances de nombres premiers (resp. par ses valeurs aur nombres pre-
miers) : si n= ]_[pap”np P, on a

f=fCI] p* = 1 f®p*™) @esp. fm=fC[] p* =[] fm*)

pPln p*Pln p*Pln pPlin
Proposition 3.17. Si f et g sont multiplicatives, alors f*g et f©V sont multiplicatives.

Preuve. Si (m, n) =1 alors ’ensemble des diviseurs de mn, {d =1, d|mn} est en bijection avec
I’ensemble {(d;,d>), dilm, d2|n} des paires de diviseurs de m et n, la bijection est donnée par
les deux application réciproques I'une de 'autre

d—((d,m),(d,n), (d1,dz) — d1da.

etant donné deux fonction multiplicatives, f,g et m, n premiers entre eux on a

frgmn)= Y f(d)g(—)— > f(dldz)g(——)

dimn dilm,ds|n
=3Y>f (dl)f(dz)g(—)g(—) =) f(d1)g(—))(z f(dz)g(—))
di|lm,dz|n di|lm d dy|n

De méme si g:f(_”, comme f(1)=1, on a pour m,n>1

glmn) = f(g(mm=— Y f(d)g(—";")— > f(dl)f(dz)g(—)g(—)
dimn di|\m,dy|n
d>1 dydy>1

=—fxgm)f*gn)+fQ)gm)f)g(n) =g(m)gn)

car fxg(m)=f+*gn) =
]

Remarque 3.18. Par contre si f est totalement multiplicative, f"V ne ’est pas nécés-
sairement (eg. 1 et w).
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4.1. Exemples. Comme les fonction 1 et Id sont multiplicatives, u = 101, ainsi que
d=1x1, diy=dg_1*1 ou ¢ =1d = u le sont. Il suffit donc de calculer ces fonctions sur les
puissances de nombres premiers : pour a =0, ’ensemble des diviseurs de p% est de la forme
{pﬁ, 0< B <a}. On trouve donc

dpY={0<f<all=a+1,
et plus généralement
de(p™) = (B1, -, Br) €NF, Br+---+ Br=a}| = CE11.
La relation g *1=4, donne pour a =1

p=1, Y uphr=o0

B<sa
dont on déduit
p) =1, up)=-1, u(p® =0 a=2.
Utilisant ’égalité ¢ =1d * u, on obtient alors

1
e =1, p(pY =p*-p*-1=p*(1- E)
Ainsi pour n =[], p%, on obtient

1
dn) =[] @+, pm =[] p(*, e =[] p*-p*H=n]]a--).
pelin pZlin pYiin pln p

5. Fonctions arithmétiques : Formulaire RAPPEL

f L(s)
e e(n) =6,-1 1
1 1(m) =1 () =M1~ 59"
g ppr...pr) =07, ,U(Clzb)zo p:l(_l), uxl=e (%:Hp(l_#)
log log(n) ~{'(s)
1 | n=p? ,
A A(n)z{ogf’ wnep log=1%A, A=pxlog ~L(s)
0 sinon
@ o) =nlly,Q- %) p=Idx*pu ‘:((Sg)l)
d din)={d =1, dn}| d=1%1 ()

6. Exercices
Exercice(s) 3.19.
(1) Montrer que le TNP equivaut a p, ~ nlogn ou p, est le n-iétme nombre premier.
(2) Donner un équivalent de la somme ¥ ,<, p (on admettra le TNP).
Exercice(s) 3.20. Montrer que
Z log(n) = xlogx — x+ O(log x),

nsx

TNP <= 0(x)=x(1+0(1)) <= w(x)=x1+o0(1)).
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Exercice(s) 3.21. Montrer que
Z 7(n) = xlogx + O(x)

n<x
puis que pour k=3
Z Tr(n) = xlogk_1 X+ O(xlogk_2 X).

nsx
Exercice(s) 3.22. Montrer que d =1%1 et u=1"1 sont multiplicatives et que
dpY=a+1, u(p)=-1, u(p* =0 si a=2.
. logp
Exercice(s) 3.23. Montrer que ) —— = O(loglogn) (on pourra remarquer que Xx —

pin
logx/x est décroissante).

Exercice(s) 3.24.
— On définit la fonction d’Euler ¢ :=1d * u. Montrer que ¢ est multiplicative et que

1
e(p*) =(p-Dp*t=p*a- ;).

— Montrer que ¢(q) = (Z/qZ)*|=1{1<a<gq, (a,q) =1} (on utilisera la formule suivante
qu’on démontrera

Sagp=1= Y, ).
dla, d|n

Exercice(s) 3.25. Montrer que Y., u(n)/n? = 6/7* puis que
Y pn) = —x(1+ 0(1)
n=-—=x 0

Exercice(s) 3.26. Soit A I’ensemble des entiers n tels que pln = p < /n, On veut étudier
la fonction Qa(x) =#AnN|[1,x]. On note pour tout nombre premier p By, ={p,2p,...,(p—1)p}.

(1) Montrer que N*—~A=U, By et que B,NB,; =.
x
(2) Montrer que Qa(x)=[x]- Y (p-D- > [=]
p<x!/2 x2<p<x

(3) Donner un équivalent de Q4(x) quand x — +oo.

Exercice(s) 3.27. Soit SQF 'ensemble des entier sans facteur carrés et Q(x) =#SQF N
[1,x].

(1) Montrer que
X
Q= ) uml-l,

n<xl/2

et calculer un équivalent de Q(x) quand x — +oo.

(2) Généraliser ceci au cas des entiers k-libres : n est k libre ssi V p, pF yn.

Exercice(s) 3.28. Montrer que la probabilité que deux entiers soient premiers entre eux
est 6/m°.

Exercice(s) 3.29. Pour k=1 entier on pose Dy(n) = dedkO(l «1d% (n).
(1) Montrer que Dy (uv) < Dy(u) Dy (v).
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Du(p!
(2) Montrer que pour tout nombre premier p Di(ph) < k! et que la série Z k(?)
=0 P
converge. >0

Dy (n)

k
(3) Montrer que Z = Ok( H (1-=)"! et en déduire la majoration
p

nsx k<psx

Y Di(n) = Og(xlogt! x).

ns<x

Exercice(s) 3.30. Pour n=p{" p;*...p*, on pose a(n) = a1az...an.

(1) Montrer que L(a,s) = Y ;51 “,(l?) converge absolument pour Res > 2 et que dans ce
domaine, on a 1’égalité
((25)C(3s)
L(a,$) =¢(8)————
(6s)
(2) En déduire que 'abscisse de convergence absolue de L(a, s) est 1.
(3) On note B, la fonction arithmétique définie par 1= f = a. Montrer que f est multi-
plicative, calculer B(p).
(4) Calculer sa série L associée,

(n)
L(ﬂ) S) = Z ﬁ_sr
n=1 n
puis montrer que ’abscisse de convergence absolue de L(f,s) vaut 1/2.

(5) En déduire par une IPP que
Y 1Bl =0>"".

n<y
(6) En utilisant la décomposition a(n) = (1% f)(n) = Y4, B(d) montrer 1’équivalent

@B
L o ==rg=x

Exercice(s) 3.31. Montrer que pour Res>1, on a

1 [ dt
C(s)=2$=fl [1]t°—

n=1 4

+0(x*"

et en écrivant = [f] + {t} montrer que

1
) ——

s—1
se prolonge en une fonction holomorphe dans le domaine Res > 0.



CHAPITRE 4

Série de Dirichlet

1. Rappel sur les séries entieres

Etant donné une suite a valeurs complexes a = (a,) =0, Sa série entiere associée est la série

F@,q)=)_ anq".

n=0

Soit p son rayon de convergence qu’on suppose strictement positif (en particulier |a,| =
0((1%)"), n — +00). La série F(a,q) définit alors une fonction holomorphe dans le disque

ouvert {g € C, |ql < p} et la donnée de cette fonction détermine la suite a (formules de Cau-
chy). Soit b= (b;) est un autre suite dont la série entiere associée

F(b,q)=)_ bnq"

n=0

est de rayon de convergence p’ >0 alors le produit F(a, g)F(b,q) définit une série entiere de
rayon de convergence p” = min(p, p’)

Flc,q)=F@ q@Fb,q) =) cnq", cn=Y. aibm.

n=0 l+m=n

Ce type de relation ouvre la porte a ’étude de problemes arithmétiques par des voies
analytiques : par exemple, consiérons a= (rg(n)) ;=g :

2 2 si nest un carré,
anp =rg(n)=H{mez, m*=nj= , ;
0 sinon

sa série associée est

F(@)=1+2) qm2

m=>1
et son rayon de convergence vaut 1. Les puissances de cette série sont de la forme (k=1)

F@*=Y nmq"

n=0

2 2
re(n) = H0my, -, mg) €Z, mi+---+my =njl,

est le nombre de manieres de représenter n comme somme de k carrés d’entiers. La fonc-
tion F(q) admet des propriétés analytique qui permettent d’étudier le comportement de ces
nombres de représentations. D’autre part, comme on va le voir plus loin, cette fonction (a un
changement de variable pres) est fortement liée & la fonction ¢ de Riemann.

27
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2. Séries de Dirichlet

Les séries de Dirichlet sont aux fonctions arithmétiques ce que les séries entieres sont aux
suites numériques. Soit f une fonction arithmétique, la série de Dirichlet associée a f est la
série de la variable complexe s

s L(f9= Y 1%

n=1 1
On va s’intéresser aux propriétés analytique de telles séries. Encore faut-il qu’elles convergent

pour au moins une valeur de s : supposons que ce soit le cas, alors f(n)/n®*—0, n— +oo et
donc

If(n)|=0(n’%), avec o = Res.
Réciproquement si pour un certain Ae R

(4.1) |f(m)| = O(n?)

alors pour 0> A+1

A
y U0l o5

n=1 N n=1 1

ie. la série converge absolument (en particulier elle converge )pour tout s tel que Rs> A+1.

Définition 4.1. Une fonction arithmétique f:Nzy — C est a croissance polynomiale si
elle satisfait a 'une des conditions équivalentes suivantes

~ Il existe une constante A€ R (dépendant de f) telle que |f(n)| = O(n?).

— 1l existe 0 € R tel que la série L(f,0) soit absolument convergente.
Dans ce cas on note

or=infloc €R, L(f,0) converge absolument} € RuU {—oo};
La quantité o est appelée abscisse de convergence absolue de L(f,s).

L’abscisse de convergence absolue est I’ analogue pour les série de dirichlet du rayon de
convergence pour une série entiere :

Proposition 4.2. Soit f une fonction arithmétique a croissance polynomiale et oy son
abscisse de convergence absolue. Pour tout 0 >0, la série L(f,s) converge absolument unifor-
mément dans le demi-plan {s € C, Rs = a} et définit une fonction holomorphe dans le demi-plan
{s€eC, Rs>oy}; dans ce domaine, la dérivée de L(f,s) est la série de Dirichlet de la fonction
arithmétique

~log.f:n~ —log(n) f(n), i.e. L(f,s) = L(—f.log,s) = Zw
n
dont l’abscisse de convergence absolue vaut o¢.
Preuve. Soit o >0 ¢, alors uniformément pour Rs=o on a
Lf (n)] < | f (n)]
[ns| n?
et donc la série de fonctions holomorphes Y51 % est uniformément absolument majorée

|f ()]

n? >’

par la série absolument convergente Y, et donc converge uniformément sur Res = o
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et définit donc une fonction holomorphe sur Res > o. Il résulte des formules de Cauchy que la
dérivée L(f,s) est donnée par la série des dérivées, a savoir

-1
Z fm(n™%) = Z %ﬂm = L(-f.log,s),

n=1 n
cette série de Dirichlet est donc convergente pour s tel que Res > o . Appliquant ce raisonne-
ment a la fonction arithmétique n— | f(n)| on voit que L(—f.log, s) est absolument convergente
pour Res>0 ¢ : 0_r1og <Of. D’autre part, comme f(n)log(n) = f(n), n=3, 0_r10g =0y d'ou
I’égalité.
Le lemme suivant est tres utile : il montre qu’une fonction arithmétique a croissance
polynomiale est déterminée par sa série de Dirichlet :

Lemme 4.3. Soient f,g deuz fonctions arithmétiques a croissance polynomiale. On sup-
pose que pour tout s contenu dans un ouwvert (non-vide) du demi-plan {s, Res> max(o f,0g)}
on a L(f,s)=L(g,s) alors f=g.

Preuve. Quitte a remplacer f par f—g on peut supposer que g =0 et que L(f,s) =0 pour
s dans un ouvert du demi-plan {s, Res> o £} comme cette fonction est holomorphe, elle est
identiquement nulle dans ce demi-plan. Quitte a remplacer f par

fx1d7 9 g f(myn~@rtY

on peut supposer que oy < -1 et en particulier que f(n) = O(1). Suposons f # 0 et soit ng le
plus petit entier tel que f(n) #0; on a pour Res>2

f(n) _ flno) ny fn)
0= = 1+ ).
Z ( f(flo) n=ng+1 n® )

Comme f est bornée, on voit (en comparant avec une intégrale) que pour Res > 2

1
y %o )

N
n=ngy ns nO

nsm+1 1 (no +1)%s—1
et donc s
0:1+i M:1+O(;)
Fn) iy 8 Res—1
qui donne une contracdiction quand Rs — +oo. g

L’intéret principal de 'introduction des séries de Dirichlet est le suivant

Théoréeme 4.4. Soient f,g e of avec 0f,0g <00, alors 0f.g <max(oyf,og) et pour Ns>
max(o f,ag)
L(f +g,s)=L(f,9L(g,>s).
Preuve. Soit Rs > max(of,0g) alors (toutes les identités et inversions de sommations sont
justifiées par le fait qu’on somme des termes positifs)

F* 80 _ | Zapen (@D
2 =)y =

n=1 || n=1 n%s
Yab=nlf(@)]Igb)|
) r;l (ab)®s
|f(a)llg(b)l |f(a) |g(b)]
= Z = Z Rs Z <00

a,b>1 (ab)®s a a4 pz] b
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donc Ofsg <max(oyf,0g); de plus pour Rs > max(of,0g) par convergence absolue on peut
regrouper les termes arbitrairement ce qui donne

L(f,9)L(g,s)=L(f *g,9).
O

Corollaire 4.5. Supposons que f est inversible (pour la convolution de Dirichlet) et que
0,0 p-1 < +00 alors pour Rs > maX(O'f,O'ffl) on a

L(f, 9LV, 9 = 1.
En particulier, L(f,s) ne s’annule pas dans le demi-plan {Rs>max(or,0p-1)} .
Exercice(s) 4.6. Montrer que si 0f#0g, 0f.g =max(of,0g).

2.1. Exemples. Pour f=1on a
1
L(,9) =) —={((), o1=1.
n=1 1

La fonction de Moebius est l'inverse de la fonction 1; on a vu que |u(n)| <1 et donc o, = 1.
De plus on a

SIS N

n=1 I p=2 p
donc o, =1; on voit donc que pour Res > 1, {(s) ne s’annule pas et que
pn) 1
ns o (s
— Soit d la fonction nombre de diviseurs : on a d =1%1 et donc o4 <1 (en fait comme
dn)=1,04=1) et pour Rs>1, on a

Ly, ) =)

L(d, s) = {(s)*.

— La fonction d’Euler ¢ vaut p*Id et comme oq =2 et oy =1, 0y <2 (par I'exercice
précédent o, =2) et pour Res>2, on a

((s-1)
L(g,s) = L(u,s)L(d, s) = .
(p,8) =Ly, s)L{d, ) )
— La fonction de von Mangoldt A =log=u et donc
!/
L(A,s) = L{og, $)L(k, §) = —(C((SS)).

On a op <1 et comme la série Y ,5; % diverge, op = 1. Comme {(s) ne s’annule pas pour
Res > 1, son logarithme log{(s) est bien définit -a une constante additive pres- et holomorphe
sur ce demi-plan et sa dérivée (la dérivée logarithmique) vaut précisement

')
OR

(log{(s)" = dlogl(s) = —
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3. Séries de Dirichlet et fonctions multiplicatives

Théoréme 4.7. Soit f € o une fonction multiplicative et croissance polynomiale, alors
pour tout 0 >0 on a,

(1)

pour tout p premier la série

Ly(f,9):= Y

a=0

f (p“)

converge absolument uniformément dans le demi—plan Rs=o0; on l'appelle le facteur

local de f en p.

De plus on a

L(f,s) = ]‘[L,,(f ) (= hm [TLo(f s

®p<p
et la convergence est umjforme dans ce demi-plan.
De facon plus précise, si on note L>P(f,s) = limp—. y00 [Ip<p<p Lp(f, ) alors quand
P — +oo
LP(f,9)—1
uniformément dans tout demi-plan Rs=0, 0 >07.

Réciproquement, si f est une fonction arithmetique telle que op <oo et f(1)=1 et si
L(f,s) vérifie
L(f,s) = ]‘[L,,(f ) (= hm [TL,(f )

*p<P
pour s> 1 alors f est multzplzcatwe.

Preuve. (1) Soit Rs= o, alors

Zlf(p“)l/lp“5I<ZIf(n)I/n < 00,

a=0

d’ou la convergence absolue uniforme de Lj(f,s).
(2) Pour P =2, notons

pr1<p2<--<pp<P

I’ensemble des nombres premiers < P, alors

F . f(p") fpt ... pih) fn
L (f, s) = = _ =
pE[P g al,..%k;o (py PN an, a0 (P11 RS gl n®

pln=>p<P

ainsi un entier qui n’est pas dans la somme précédente a au moins un diviseur premier > P et
est donc > P :

IL(f,8)= [] Lp(f,9)1< Y If(m]/n? =0, P— +oco

p<P n>P

avec convergence uniforme.
(3) On va maintenant montrer que quand P — +oo,

LP(f,9):=[] Lp(f,9)

p>P

tend vers 1 uniformément dans tout demi-plan Rs=>0 >0oyr. On a [Ipsp Lp(f,s) est la série
de Dirichlet de la fonction multiplicative fp qui vaut 0 si n a un facteur premier < P et f(n)
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sinon (pour n=1, f(1) =1 car 1 n’a pas de facteur premier et en particulier aucun facteur
premier < P). Il est clair que o4, <of. On a

Moo= ¥ 2oy 12

>pP n n>1 n
P pln—p>P pln—p>P
et donc
|f (n)] | f(n)]
ITT Lp(f,s) - 11 > 7< e
p>P n>1 n>P

pln—p>P
(4) Réciproquement, soit f I"unique fonction multiplicative définie par
fm=T] .
ptlin

Alors O'fS or+1:en effet pour o > af, If(m|/n° = 0(1) et donc pour n assez grand (disons
n=N) |f(n)|/n° <1; on en déduit que

f(n) 2) (p%) (p®
fnzl—[fp pr Hf

- =0(1)
n p“lin pPe pilin pe pelin pee
pUsN p*>N

et donc que L(f, s) converge absolument pour Rs>o +1 et alors

L, =T]Lp(f, 9 =] Lp(f, 9.

p p

On a donc pour Rs assez grand

= fn) f(n)

L » = —=1L ’ = H

(f>3) ;ns (f>9) ;ns

cela implique par le Lemme que pour tout n=1, f(n) = f(n). ]

Corollaire 4.8. Si f est completement multiplicative, pour Rs>0o ¢, on a

Lq)411fw

Ces résultats de factorisation en produit Eulérien permettent une premiere localisation
des zéros de L(f,s) :

Proposition 4.9. Soit f € &/™ une fonction multiplicative. Soit o > o ; le nombre de
facteurs locaux Ly(f,s) qui ont un zero dans le demi-plan Res = o est fini et les zeros de L(f,s)
dans ce demi-plan sont exzactement les zeros des facteurs locaux Ly(f,s). Plus précisément, il
existe P tel que

L(f,s)
Ly(f,8) = =—F—F—
pUP P ! Hp<PLp(f,S)

ne s’annule pas pour Res = o. Ainsi les zéros de L(f,s) dans le demi-plan de convergence
absolue sont exactement les zéros des facteurs locaux Ly(f,s).
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Preuve. Soit 0>0r; on a vu que si p est assez grand, pour tout s avec Res =0
[Lp(f,s)—1]<1/2

ainsi le nombre de facteurs locaux qui s’annulent dans le demi-plan Res = o est fini. D’autre

part, on a vu préecedemment que si P est assez grand et Res = o [L>P(f,5) -1/ <Y ,.5p lfrif)l <1/2

donc L.p(f,s) ne s’annule pas dans le demi-plan Rs=o. U

3.1. Exemples. Pour Rs>1,

1 1 1
(=Y —=[la-—" ¥ B2 = [Ja-— =100
P P p p

n=1 n=1 n

{(s) ne s’annule pas pour Rs>1.

Rs>1,) AW ={?*=Ja- %)_2,

N
n=1 1 p

2 1
L™V o =¢s 2 =[]a- =+ —=-).
l;[ ps pZS

pn) {(s-1) 1-p~° 1. p“
Rs>2, = = = 1+ 1-—)—
s ’;1 e o 1;[(1_191_8) 1;[( ;1( p)pm)

4. Les séries L

Les séries de Dirichlet qui apparaisent le plus souvent en théorie des nombres sont liés a
des séries de la forme suivante qu’on appellera ”séries L”. Entre autres propriété les séries L,
sont des séries de Dirichlet de la forme suivante : soit d =1 un entier et 7 = (1), = (Vp, ®p))p
une suite (indexée par les nombres premiers) de paires formées de

(1) un C-espace vectoriel V,, de dimension d,
2) un endomorphisme ®,:V, — V,,; ces valeurs propres sont notées {y,i, i=1---,d}.
p-rp p p

On associe a chaque paire 7, un polynome de degré <d qui vérifie P,(0) =1
d
P(m, X) :=det(dy, — X®p) = [ [(1 - 1, X),
i=1
(c’est une sorte de "polyndme caractéristique” de I’endomorphisme ®,,) et un facteur local
—s5v—1 d Xp,i -1
L(np,s):=P(my,p ) = ]‘[(1—?) , seC
i=1

qui définit une fonction méromorphe sur C.
On fait I'hypothese suivante concernant les valeurs propres des @, :

Il existe A€ R telle que pour tout p et tout i =1,---,d |xp,l < pA.

Alors, pour chaque p, la série entiere P(n,,,X)_1 converge pour |X| < p‘A et écrivant son
développement de Taylor
Py, X) ' =Y Ar(p9) X%
a=0
on a

A,ﬂ(l)zp(ﬂp,o):l; ﬂn(Pa)= Z XZ}]X"'XXZ%

a+tag=a
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et pour Rs> A, on a
Ly, )= ) Ax(pDp™®°.
a=0

Considérons le fonction multiplicative définie par
Az(m) =[] Ax(p®7).
pPln

On a la

Proposition 4.10. La fonction multiplicative n — A;(n) est a croissance polynomiale et
sa série de Dirichlet associaée est

Ax
Ln9=Y n(sn) = [Tt

n=1

et son abscisse de convergence absolue vérifie
Oo<A+1
et cette fonction ne s’annule pas pour s> A+ 1.

Preuve. On a

MapDl< Y Dxpal®x-exlypal®<p® Y 1=pldap®

a1 ++ag=a a1 ++ag=a
avec dg(n) = 1% (n) est la fonction diviseurs d’ordre d. On a donc
Azl =1 [] A=(p™)I<n?ds(n)
pPln

et comme la’abscisse de convergence de la série L de la fonction n — dg(n) vaut 1 (car L(dg, s) =
L(,s)% = 4 (s)d), la série L(rm, s) converge absoluement pour Rs > A+1. Cette fonction ne s’annule
pas pour Rs> A+ 1 car d’apres la Prop. ses seuls zéros possible dans ce demi-plan sont
ceux des facteur locaux .
Limp,9) =[]0~ XL@‘)*
i=1 p
qui ne s’annulent pas sur C. ]

4.1. Dérivé logarithmique d’une série L. étant donné f une fonction méromorphe
sur un ouvert Qc C , la dérivée logarithmique de f est la fonction
f'(s)
[’

Cette fonction est méromorphe sur Q et 'ensemble de ses poles est formé de la réunion
des zéros et des poles de f. En effet, il résulte de la regle de Leibniz

(fxg)' =f'xg+fxg

dlogf:s—

que
['xg+fxg _

fx -
En particulier si p est un zéro ou un péle de f, on peut écrire

f&)=(s—p)"g(s)

(4.2) dlog(f x g) = dlogf +dlogg.
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pour my, € Z (c’est I'ordre de f en p) et g(s) une fonction holomorphe au voisinage de p et ne
s’annulant pas en p. On a donc au voisinage de p
Mp
dlogf(s) = n +dlogg(s)

qui est une fonction méromorphe avec un pole simple en s=p de résidu m, (I'ordre de f en
m).

On va appliquer cette construction a la série L(w,s) et on va notamment voir que la
propriété d’additivité (4.2)) "passe” au produit Eulérien.

Théoréeme 4.11. Soit L(r,s) comme ci-dessus, la fonction dlogL(n, s) est holomorphe pour
Re>A+1 et, pour Rs>A+1, on a l’identité suivante :

!/
L'(m,s) CLA,s) = Z Ay (n)

—dlogL(m,s) = —
08L(,3) L(m,s) = Bt

’

lo U R sin=p% az=1
= [P

Preuve. On a
|Az(n)| < dA(m)n?

donc la série L(Ay,s) converge absolument pour Rts> A+1 et définit une fonction holomorphe
dans ce demi-plan.
Soit P =2, on a pour s contenu dans un compact K du demi-plan {Rs> A+ 1}

L, s) =[] Ly, s) [ Ly, ) = L= (n, 9)L7F (m, )
p<P p>P

et donc
dlogL(x, s) = dlogL=F (r, s) + dlogL>" (n, 5)

Comme L>P (1, s) — 1 uniformément sur K quand P — 400 on a

dlogL™"(7r,5) = 0
et donc
dlogL(m,s) = lim dlogL="(x,s) = lim Y_ dlogL(xy, s).
P—oo Pﬁwpsp

On a

d  api & Xp,i d Xp.i

dlogL(mp,s) =dlog[ [0 -=)"" ==} dlogl - =)=~} logp———7—
i=1 p i=1 p i=1 prl-5

:_Zlogp d a.:_ZAn(p“)
a1 p¥ 3 = p™

en utilisant l'identité valable pour Rs> A+1

Xp,i
Xp,i = Z
N

pi(l1— ) ) a=1 ps’

’

Ainsi
dlogL(m,s) = —L(Ay, S)
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5. Fonctions arithmétiques : Formulaire RAPPEL

f L(s)
e e(n) =6,=1 1
1 1(m=1 () =T~
polpprp) =0 w@b) =0 p=1"Y pxl=e | #75=1,0-)
log log(n) ={'(s)
1 i n=p% ,
A A(n):{ o8P SLREP log=1+A, A=p*log L)
0 sinon
® @) = nllpn1-1) p=Id*p f(;g)l)
d dn)={d=1, din}| d=1%1 2(s)

6. Exercices
Exercice(s) 4.12.

(1) Montrer que le TNP equivaut a p, ~ nlogn ou p, est le n-iéme nombre premier.
(2) Donner un équivalent de la somme ¥ ,<, p (on admettra le TNP).

Exercice(s) 4.13. Montrer que

Z log(n) = xlogx — x + O(logx),

TNP <<= 0(x)=x(1+0(1)) <= w(x) =x(1+o0(1)).
Exercice(s) 4.14. Montrer que

Z 7(n) = xlogx + O(x)

nsx
puis que pour k=3

Y 1r(m) = xlogF ™! x+ O(xlogk 2 x).

nsx
Exercice(s) 4.15. Montrer que d=1x*1 et u=101 sont multiplicatives et que
dpY=a+1, u(p)=-1, u(p*) =0 si a=2.
lo
Exercice(s) 4.16. Montrer que Zﬂ = O(loglogn) (on pourra remarquer que x —
pin
logx/x est décroissante).

Exercice(s) 4.17.
— On définit la fonction d’Euler ¢ :=1d * u. Montrer que ¢ est multiplicative et que

1
e(p™) =(p-p*t=p*a- E)'

— Montrer que ¢(q) =(Z/qZ)*|=1{1<a<gq, (a,q) =1} (on utilisera la formule suivante
qu’on démontrera

5(a,q):1 = Z I-l(d) ).
dla, d|n

Exercice(s) 4.18. Montrer que Y., u(n)/n? = 6/7> puis que

6
Y o) = ;xz(l +0(1))
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Exercice(s) 4.19. Soit A I’ensemble des entiers n tels que pln = p < y/n, On veut étudier
la fonction Qa(x) =#AnN|[1,x]. On note pour tout nombre premier p By, ={p,2p,...,(p—1)p}.

(1) Montrer que N*—~A=U,B) et que B,NB,; =.
x
(2) Montrer que Qa(x)=[x]- Y (p-D- > [=]
p<x!/2 *2<p<x p

(3) Donner un équivalent de Q4(x) quand x — +oo.

Exercice(s) 4.20. Soit SQF l'ensemble des entier sans facteur carrés et Q(x) =#SQF N
(1, x].
(1) Montrer que
B x
mm-}jmmﬁﬂ

I’l$x1/2
et calculer un équivalent de Q(x) quand x — +oo.

(2) Généraliser ceci au cas des entiers k-libres : n est k libre ssi V p, pF yn.

Exercice(s) 4.21. Montrer que la probabilité que deux entiers soient premiers entre eux
est 6/m°.

Exercice(s) 4.22. Pour k=1 entier on pose Dy(n) = dedkO(l «1d% (n).
(1) Montrer que Dy (uv) < Dy(u) Dy (v).

Di(ph
1

(2) Montrer que pour tout nombre premier p Di(ph) < k! et que la série Z
=0 P
converge. >

Dy (n)

k
(3) Montrer que Z = Ox( H (1-=)"! et en déduire la majoration

nsx k<psx

)" Di(n) = Ok (xlogc™1 x).

nsx

Exercice(s) 4.23. Pour n=p{" p;*...pi*, on pose a(n) = a1a;...an.

(1) Montrer que L(a,s) =Y 51 “r(l’:) converge absolument pour Res > 2 et que dans ce
domaine, on a 1’égalité
{(29){(3s)
((6s)

(2) En déduire que I’abscisse de convergence absolue de L(a, s) est 1.

L(a,s)={(s)

(3) On note B, la fonction arithmétique définie par 1* f=a. Montrer que f est multi-
plicative, calculer B(p).

(4) Calculer sa série L associée,

Lpe=y P

n=1 1
puis montrer que ’abscisse de convergence absolue de L(8,s) vaut 1/2.

(5) En déduire par une IPP que
Y 1Bl =0u>"".

nsy
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(6) En utilisant la décomposition a(n) = (1% f)(n) = ¥4, B(d) montrer 1’équivalent

@B
L o ===

Exercice(s) 4.24. Montrer que pour Res>1, on a

1 oo dt
=) —= 1’ —
¢(s) ’glns fl (16—
et en écrivant t = [t] + {t} montrer que
1
((s)———

s—1
se prolonge en une fonction holomorphe dans le domaine Res > 0.



CHAPITRE 5

Le Théoreme de la Progression Arithmétique

Définition 5.1. Une progression arithmétique est un sous-ensemble non-vide de 7. véri-
fiant la propriété suivante : il existe un entier positif g >0 tel que la distance entre deux entiers
consécutifs de cet ensemble est toujours q. L’entier q s’appelle le module de la progression
arithmétique.

Il est facile de voir que les progressions arithmétiques de module g sont de la forme
Lga=a+qZc.

ol a est un entier. Remarquons que si a = a'(q), on a Lyq = Lgw. Ainsi les progression
arithmetique de module g sont indexées par les classes de congruence modulo g (ie. par
Panneau Z/qZ); il y en a donc q.

Ainsi n appartient a Ly 4 ssi n=a(q). Ainsi la classe @ de a modulo g est appellée classe
de la progression arithmetique. On écrira indifférement Ly, ou L,z et par abus de language,
on parlera pour 'entier a de la classe de la progression arithmétique.

Comme Ly, est infini il est naturel de se demander si son intersection avec les nombres
premiers &, ’est aussi : c’est presque toujours le cas

THEOREME (de la progression arithmétique de Dirichlet, TPA). Soient a,q >0 deuz en-
tiers premiers entre euz, alors l’ensemble

‘@q,ﬂ =<@0qua

est infini; autrement dit, il existe une infinité de nombres premiers p = a(modgq) (ie. de la
forme p=qk+a avec keZ).

Remarque 5.2. La condition “a et g premiers entre euz” est nécessaire. En effet, si
(a,q) #1 alors il n’y a au plus un seul p premier de la forme gn+ a (la seule possibilité est
p=(a,q)). En d’autres termes, les classes de congruences contenant une infinité de nombres
premiers sont exactement celles de (Z/gZ)*.

Dans la lignée du TNP, on peut poser des question plus précise sur la densité de I’ensemble
Pg,a- On pose donc

n(xq,a):=1Pgan(Lxll={p<x, p=al@l= ) 1
p=al(q)
la fonction de comptage de cet ensemble. Au début du 20éme siécle, Landau a montré la
généralisation suivant du TNP :

THEOREME (Landau). Soient a,q premiers entre euzx alors

1 1 X
n(x;q,a) = wﬂ(x)(l +0o(1)) = m@(l +0(1)).

39
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Si p > g, alors p se trouve nécessairement dans I'une des progression arithmetiques dont
la classe est premiere a q. Le Théoreme de Dirichlet dit que chacune des classes de congruence
dans (Z/qZ)™ est atteinte une infinité de fois. Le Théoréeme de Landau dit que la proportion
asymptotique de nombres premiers tombant dans une telle classe de congruence ne dépend
pas de cette classe : asymptotiquement il n’y a pas de classe “privilégiée”). Dans ce chapitre on
ne montrera pas le théoreme de Landau mais plus simplement ’analogue du Thm de Mertens

Théoréme 5.3. On a pour a,q premiers entre euzr et X — +00

A(n) 1 log(p)
5.1 —= log(x) + O(1), = log(x) + O(1)
(5:1) rgx n @) 8 gx p (q) &
n=a(q) p=alq)
(5.2) > 11 loglog(x) + O(1)
' p=e P 9@ '

p=al(q)

La méthode (due & Dirichlet) consistera a trouver une expression “agréable” du point de
vue analytique de la condition de congruence

n=alq)
puis a la convertir dans la sommation sur les nombres premiers. Le point crucial est la structure

de groupe (abélien) de I’ensemble (Z/qZ)*.

1. Caractéres d’un groupe abélien fini

Soit G un groupe abélien fini; on note e I’élément neutre. Soit
€G)=CC={f:G—C},

lespace vectoriel des fonctions de G dans C. C’est un espace vectoriel (et méme une algebre
avec la multiplication de deux fonctions) complexe de dimension |G|, dont une C-base est
donnée par I’ensemble

1, g'=¢g

By =1{0g, §EG}, 4(g) = :

0 {g g } g(g) {0, g/;ég
On a en effet pour f € €(G), la décomposition

f= ;f(g)(?g,

et il est facile de voir que %y est libre.
L’espace € (G) est munis d’un produit scalaire hermitien

(5.3) Sy = Y f@f(®
|G| geG

pour lequel la base %, est orthogonale :

1 1
B0y = =g = —
<g g> |G|gg |G|X{

Bien entendu ces considérations sont valables pour un ensemble fini quelconque. Cepen-
dant, pour G un groupe abélien, € (G) posseéde un base orthonormée canonique provenant de
la structure de groupe de G.

1 sig=g
0 sig#g
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Comme G est un groupe, il agit sur lui-méme par translations. Cette action induit une
action de G sur €(G) : a chaque élément g de G on associe 'endomorphisme Tg € End(%'(G))
défini par

Tg: f— Tof:8 — Toef(g):=f(gg.
On vérifie facilement que
Tg o Tgr = ngr, Te = Id<g(G),
dont on déduit que Ty est inversible, d’inverse
(Tg) ™! = Ty
et donc 'application
T:g—Tg
définit en fait un morphisme de groupes
T:G+— Aut(6(G)).
De plus comme G est abélien, les éléments de Tg, g€ G commutent entre eux :
TgoTg=Tgg=Tgg=TgoTg.
De plus, on a
1
(Tef, Tof) = —
e/ /7= 1)

N} ! 1
Y fgghfiggh = i
g'eG

Y f@f @ =1f ).

geG

Ainsi {Tg, g€ G} est un ensemble d’isométries (pour le produit scalaire hermitien (5.3))) qui
commutent entre elles deux a deux. On rappelle le théoreme spectral :

THEOREME (théoréme spectral). Soit (V,(, )) un espace hermitien de dimension finie et
g cEnd(V) un ensemble d’endomorphismes autoadjoints commutant entre eur deux a deuz,
alors il existe une base orthonormée de V formée de vecteurs propres de tous les éléments de
g.

Dans le cas présent, le théoreme spectral implique que % (G) possede une base orthonormée
formée de vecteus propres des Ty : la preuve du théoreme suivant implique qu’a normalisation
et permutation pres une telle base est unique :

Théoreme 5.4. [l existe une unique base orthonormée G= {x} de €(G) formée de vecteurs
propres de tous les Tg qui vérifient x(e) =1 pour tout y € G. On a I’égalité
G = Homg(G,C")
ot Homy, (G,C*) désigne l’ensemble des morphismes de groupes de G vers C*. Cet ensemble

est un groupe : le groupe des caractéres de G, ou encore le dual de G.

Preuve. L’ensemble {Tg, g € G} est une famille d’'opérateur hermitiens et donc autoadjoints
qui commutent deux & deux. Par le théoréeme spectral cette famille est diagonalisable dans
une base orthonormée.

Soit {w} une telle base : les ¥ sont donc vecteurs propres (non-nuls) de tous les Tg et on
a pour tout g,

(5.4) Tqy(x) =w(8x) = xy (Y (x),
oll xy(g) désigne la valeur propre de Ty associée au vecteur propre . On associe donc a tout
v, une fonction y, € €(G) définie par

Xy 8= Xy(8).
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Toy = 1dW) = xy @Y =¥,
TgoTgy = Tggy = Xy (&) Xy (&)W = Xy (88w
Ty''y = Tgay = xy (8w = (ty (@) ',
ainsi (comme ¥ #0), on a pour tout g,g8'€G

xw@ =1, xy(g8) =xv@xv(&) xvg H=xy@"
En d’autre termes yy est un morphisme de groupes de G dans C*. Notons également que
comme G est fini, on a, par le théoréme de Lagrange, pour tout y € Hom(G,C*),

1=y =1=y@'°

et donc y est a valeurs dans p g l'ensemble des racnes |Gl|-iémes de l'unité. En particulier
Xw(g) est un nombre complexe de module 1 pour tout g et

1 1
— Y x@ry(@=—> 1=1

5.5 Ky Xy =
(5.5) Xy Xy Gl = Tel &

Comme  est non-nulle, soit g’ tel que y(g’) #0, par (7.2)), on a pour tout g, w(g) = xy (&) w(e)
et comme ¥ #0, y(e) #0, ainsi

1 1
Xy (8) = WU/(S’) = Xy = ml]l

ie. yy appartient au sous-espace C.y engendré par w. Comme les y, sont tous non-nuls
(xy(e) = 1), la famille {yy} =: G est une base orthonormée de €(G) qui est contenue dans
Hom(G,C*). Montrons qu’en fait tout élément de Hom(G,C*) appartient a {yy} :
Inversement soit ¥ € Hom(G,C*) ; alors ¥ appartient a €(G) et comme ¥ #0 (w(e) =1), il
existe y € G tel que (Y, x) #0. Alors, on a pour tout g,
1

G Y wigghx1(gg) =v@x@w,x);

g'eG

0# (WJO = (Tglll, Tg}() =

ainsi pour tout g, w(g)x(g) =1 c’est a dire w(g) = ¥(g). Ceci montre que
G = Hom(G,C").
O

1.1. Propriétés des caracteres. On extrait de la preuve précédente les propriétés im-
portantes suivantes.

1.1.1. Structure de groupe. L’ensemble G = Hom(G, C*) & une structure naturelle de groupe
(on 'appelle le groupe dual de G) via la multiplication des fonctions : pour y, y' € G on définit

1A g—x@x' @ x g x@7h
1-x et x~! sont évidemment des caractéres. L’élément neutre de G est la fonction constante
égale a 1, qu’on note
Xo:8—1
et qu’on appelle le caractére trivial.

Dit autrement, et de facon pédante, G est un sous-groupe du groupe des unités de ’algebre
% (G) munie de la multiplication des fonctions, f, f' € €(G) :

f-fg—r@r@.
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1.1.2. Unitarité. On a montré que
|G| = dim€(G) = |G};

en particulier (Théoreme de Lagrange) pour tout y € G, x
geG

16l = yo c’est & dire que pour tout

1@ =1,
autrement dit, les caracteres sont a valeurs dans le groupe des racines |G|-iemes de 'unité

we =1 ecC, =1,
On dit qu’ils sont wunitaires. En particulier pour tout g
X =x(g) ey =%

le conjugué complexe de y.
1.1.3. Relations d’orthogonalité.

Proposition 5.5. On a :

1 NI (!
Gl ¢z6
1 —
(5.7) bg—g'=— > X(&x(g"
Gl 16

Preuve. La premiére relation est la relation d’orthogonalité (5.5))
<X’X,> = 6)(:)("
Pour montrer la seconde relation considérons la decomposition de &g dans la base G :
1 1

(5.8) Sg=Y g )X = G YUY .8 TENx= G YA
X X g€G X
évaluant cette identité en g', on obtient la relation (5.7)). O

Remarque 5.6. L’expression (5.8) est la décomposition de Fourier de la fonction &g.
C’est cette expression qui va nous étre utile dans la suite.

1.2. Caracteres d’un groupe cyclique. Soit G=< g > un groupe cyclique de généra-
teur g; notons g son ordre; un caractere y de g est completement déterminé par sa valeur en
g, x(g) : pour tout g’ € G, on pose g' =g, meZ et x(g') = x(@™. Notons que cela ne dépend
pas du choix de meZ : si g’ =g™ alors m' = m(mod q) et
™) =@ (@™ " = x(g™

car y(g) est une racine g-ieme de l'unité. Ainsi toute racine g-iéme de 'unité ¢ définit de
maniere unique un caractere de G en posant

x(@g™m ="
En d’autre termes on a la

Proposition 5.7. Soit G un groupe cyclique d’ordre q. Le choix d’un générateur de G
détermine un isomorphisme entre le groupe des racines q-iémes de l'unité et le groupe G. Cet
isomorphisme est donné par

(epg—yx:8"—xgm:={"
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Dans le cas du groupe Z/qZ, les caracteres (dits caracteéres additifs) sont donnés explici-
tement par les fonctions

¥y x(mod q) — e(ng).
Notons que ¥, ne dépend que de la classe de n modulo g et
n(modq) — v,
est I'isomorphisme recherché.

Remarque 5.8. Notons que u, est un groupe cyclique d’ordre g engendré par 1'expo-
nentielle complexe

(q= e(é), e(x) := exp(27ix).

On a donc

G=uy,=71qZ=G.
Notons que c’est isomorphisme n’est pas canonique car il dépend du choix du générateur g.
On va voir (dans les exercices), plus généralement, que pour tout groupe abélien G, on a G = G.

2. Caracteres de Dirichlet
On va maintenant appliquer cette théorie aux groupes multiplicatifs (Z/gZ)*.

Définition 5.9. Soit g = 1 un entier; les caractéres du groupe abélien (Z/qZ)* sont
appelés caracteres de Dirichlet de module q. Le caractére trivial (la fonction constante égale
a 1) sera noté yo.

2.1. Fonction arithmétique associé a un caractére de Dirichlet. Soit y € (m
un caractere. On prolonge cette fonction par zero en une fonction sur Z/qZ puis on la prolonge
en une fonction sur Z en la composant avec la réduction modulo ¢ :

Y = y(nmodgqg), (n,q)=1
0 (n,q)>1.

Par abus de langage, la fonction arithmétique ainsi obtenue sera encore appelée “caractere
de Dirichlet”. En particulier y définit une fonction arithmétique, périodique de période g,
qui s’annule sur les entiers non-premiers a q; ¢’ est une fonction arithmétique compléetement
multiplicative :

Vm,neZ, x(mn)=y(m)yn).

Les relations d’orthogonalité (5.6)) et (5.7) s’écrivent alors

1 _
(5.9) Sy=y=—— Y. x@y (@
= (P(Q) amod g
Pour (ab,q) =1,
1
5.10 O04= =—) y(@)y().
( ) a=bmod g (P(Q) ;X X
On considere alors la série de Dirichlet associée a cette fonction
e xm
Ly, 8):= ). et

n=1
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Comme |y(n)| <1, cette série est absolument convergente pour Res > 1 et dans ce domaine,
on a

L(y,s) = 1‘[(1 ";”))

On obtient ainsi une série L au sens de la section 4| I Dasn ce cas precis Vj, = C et 'endomor-
phisme @, :x — y(p)x est la multiplication par le scalaire y(p).

Proposition 5.10. Soit ymodq un caractere de Dirichlet.
— 5% ¥ =x0, on a pour Res>1,

1
L(xo,s) = [ [ = =){(s)
plg P

qui admet un prolongement holomorphe au demi-plan Res > 0.
- Si ¥ # Xo, la série L(y,s) converge uniformément sur les compacts du demi-plan Res >0

et définit donc une fonction holomorphe dans ce domaine. Plus précisement on a pour

Res>0
(5.11) > M—L( 1S )+O( A9y ).

1sn<X n®

Preuve. Si y = xo , alors

1 1
Lo, 9 =TJa-2P)12 T a-2=Tla- 2.
p p p pp=1 P pla P

L’énoncé résulte du prolongement méromorphe de { au demi-plan Rs> 0 (cf. Pexercice 4.24])).
Si x est non trivial, on a pour tout intervalle I de longueur g exactement

oxm=

nel

en effet I étant de longueur g contient exactement une fois chaque classe de Z/qZ et I’égalité
résulte de la relation d’orthogonalité (5.9) en prenant y' = yo. Ainsi pout tout t, on a

|M)((t)| <(q
Par intégration par partie, on a alors
X
n
3 M = XM, (X) -1 +sf My (nt"dt.
1sn<X 1

Comme My (f) est bornée, pour o = Res >0, le premier terme tend vers 0 et I'intégrale est
absolument convergente ; ainsi la série converge. Par le méme argument, on a

Lps- Y A - X X(") = My ()t S]X+sf M, (0t dr
1sn<X ns
|5l

<gX "+—gX ?—-0, X—+oc0
o

ce qui démontre (5.11)). Cette majoration montre que Y 1<p<x %’? converge uniformément vers
L(y,s) sur les compacts du demi-plan Res>0. On en déduit 'holomorphie de L(y,s) dans ce
domaine. 0
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3. Début de la preuve du Théoréme

Par des arguments élémentaires il suffit de prouver la premiere identité : on a par ([5.10)

A 1
(5.12) Z-i@ Y T(@Sy(x)
nsx n (q) x(q)
n=a(q)
avec
Si0=% MA( ).
Si ¥ = o,
A A 1
Spw= Y 2 _ v A s v L s logw +0,0)
(=1 s plq a1 9
n, pesx

et donc la contribution de ce terme a la somme ([5.12)) est en
log(x) + O4(1).
Pour conclure il suffit de montrer que pour tout y # o,

Sy =) %A( n) = 04(1).

nsx

Pour calculer Sy(x), on considere la somme

Ty (x) = Zlog() ),

nsx
par integration par partie et utilisant le fait que M, (x) est bornée si y # o, on voit que
T, (x) = O(1).
D’autre part, utilisant I’égalité log=1* A, on a

b
Tx(x): Z MA(Q) Z M

asx b<xl/a b

; ﬁA(u)(L(x,l)m( )
= Z(;, DSy (x)+0(1)
par la majoration de Chebycheff. Ainsi si on montre que
L(x,1) #0,
on aura

(5.13) Sy(0) = 0(),

se qui concluera la preuve du Théoreme La non-annulation de L(y,s) en s=1 est le point
clef de la preuve du Théoreme de Dirichlet ; elle sera montrée dans la prochaine Section
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4. Non-annulation des fonctions L de Dirichlet au point 1

Théoréme 5.11 (Dirichlet). Soit y(modgq) un caractére non-trivial, alors
L(y,1) #0.

On va donner deux preuves de ce théoreme : 'une n’utilisant que de ’analyse réelle,
I’autre passant par ’analyse complexe. Quelque soit la preuve une point clef est 'utilisation
d’argument de positivité.

4.1. Preuve par ’analyse complexe. L’idée est la suivante : on considere le produit
de toutes les fonctions L de Dirichlet

[TL0s)=Lxo,s) [T Lt 9 =Lg(s).

x1(q) X#Xo0
C’est une série de Dirichlet (celle de la fonction multiplicative n — aq(n) obtenue comme
convolée des caracteres de module g),

ag(n)
Ly9)= Y —

n=1

et on va voir que les coefficients a,(n) sont positifs ou nuls pour tout n=1; on va également
montrer que pour z premier avec ¢,

aqg(n??) = 1.

On en déduit que l'abscisse de convergence o4 de a4 vérifie 0, =1/¢(g) (on a a priori o4 <1
car ag est la convolée de fonctions arithmétiques d’abscisses de convergence égales a 1) : en
effet, pour o =1/¢(q)

Y agmin®= Y ag;m?P)ymP D7 = Y 1/m=+oo.

nz1 m=1 m=1
(m,q)=1 (m,q)=1

Par la proposition L4(s) admet un prolongement méromorphe au demi-plan Rs >0
dont le seul pule possible dans ce domaine est en s=1 . Si on suppose maintenant qu’il existe
un caractere y tel que L(y,s) s’annule en s =1, comme le pile de L(yo,s) en 1 est simple, la
fonction L(s) sera holomorphe en s=1 et donc dans tout le demi-plan {s, Rs > 0}. Le Lemme
de Landau ci-dessous, ’holomorphie de L,;(s) dans le demi-plan {s, Rs >0} et le fait que les
aq(n) sont positifs ou nuls implique alors que ’abscisse de convergence de Lg(s) est en fait
<0, contradiction !

Lemme 5.12 (Landau). Soit

(n)
L(s)= ), ! -
n=1 1
une série de Dirichlet d’abscisse de convergence o finie et dont les coefficients f(n) sont
positifs ou nuls; alors L(s) n’admet pas de prolongement holomorphe au voisinage du point

(o f-

Preuve. Quitte a remplacer L(s) par L(s—of) on peut supposer oy =0. Supposons que L(s)
admette un prolongement holomorphe dans un disque ouvert D centré en o7 =0 alors L(s)
et toutes ses dérivées definissent des fonctions holomorphes dans le domaine DU {s, Res > 0}.
Remarquons que l'on a

Y. f(n) =L(0).

n=1
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C’est une conséquence du théoreme de convergence monotone et on rappelle I'argument ci-
dessous : comme on a f(n) =0 , la fonction

0€l0,1]— L) =) f(m)/n’

n=1

est décroissante et est majorée par sa limite quand ¢ — 0% qui est L(0). D’autre part pour
tout N=1,
Y fm)= lim, Y fm)/n® < lim L(o) = L(0),
n<N 00" <N o—0*
ce qui montre la convergence de la somme précédente. On calcule la limite en notant que pour
tout 0 >0, on a

Lo)=) fm/n®<) fm),
n=1 n=1
et en faisant tendre o vers 0. Considérons la dérivée d’ordre k de L(s) : pour Rs > 0 elle est
donnée par
k
L(S)(k) — (_l)k Z f(n)(logn) )
n=1 ns

Comme f(n)(logn)* est positif ou nul, le méme argument que précédemment donne que

~D* Y fmogm* = L% (0).

n=1

Soit 0 <0 et contenu dans D, L(o) se calcule par son développement de Taylor en O :

O (—o
Lo)=)_ ot =
k=0 k! k=0 k‘ n=1

Comme (—0)* =0 les terme de cette double somme sont positifs ou nuls et on peut les per-
muter :

(—ologn)k (n)
L(o) = Z f(n )Z g Z f(mexp(—ologn) = Z ! e
n=1 k=0 n=1 n=1
Ainsi la série L(s) convergerait pour un o <0 ce qui contredit le fait que o7 =0. O

4.2. Positivité des a,(n). La fonction n— a4(n) étant multiplicative, il suffit de montrer
que aq(pk) =0 pour p premier et k= 0. Il suffit donc de montrer que les coefficients de

. aq(p®)
Lgp(s) = HL,,(x,s) 1‘[(1 ppH1t=) ‘;
k=1

sont positifs ou nuls. Si p d1v1se q, Lg,p(s) =1; on peut donc supposer que p est premier avec
q. Posant z=p~® (de sorte que |z| <1 si Rs>0), on consideére la série entiere (convergente)

E@=[[0-x(m2a7 =Y a,(pHzr.
X k=0

Prenant le logarithme, on a

log(E(2)) = Zlog((l P2 H=Y Y x(p)’“zk =Yy x(pk)—

X k=1 X k=1

-y = Zx(p’“)— ) <p(q)—

k=1 k=1
pF=1(q)
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On voit donc que log(E(z)) est un série entiere a coefficient positifs ou nuls; comme
log(E(z))? (log(E(2)))!
T + R + T + cee

on voit que les coefficients de E(z) sont eux aussi positifs ou nuls. Notons également que pour
k=¢(q),

E(z) =exp(log(E(z))) =1+1og(E(z)) +

pw(q) =1(q)

car (théoreme de Lagrange) 'ordre d’un élément d’un groupe (ici p(modq)) divise toujours
lordre du groupe (ici (Z/qZ)*). On voit donc que le coefficient d’ordre ¢(q) de log(E(z)) vaut
1 et on en déduit que le coefficient d’ordre @(q) de E(z) est = ﬁ. Cela permettrait déja d’en
déduire que I'abscisse de convergence de Lg4(s) est = 1/¢(q).

On va faire un peu mieux et calculer completement Ly(s). Soit e), I'ordre de p(mod q) dans
(Z1gZ)*, on a

e,k _o@
log(E(2) = 2L 3 P _ 2@ 1001 - 26)71) =log((1 - 2%) %)
ep = k €p
et donc
e 2¢ ¢(q)
E(z) = ¢(q)=(1+zf’+z P4,
(1—z%) e
et
1 aq(pF)
Lg,p(s) = ) D
(A=) k>0 P

On en déduit que les aq(pk) sont des entiers positifs ou nuls tels que aq(pk) =1 si k est un
multiple de ¢(gq) et donc que pour tout entier n premier avec q,

aqg(n??) = 1.

4.3. Preuve élémentaire. Dans cette section on donne une autre preuve du théoreme
de non-annulation de Dirichlet qui n’utilise pas I’analyse complexe. Cette preuve est due a H.
Iwaniec. Rappelons qu’on veut montrer que si y est non-trivial L(y,1) # 0.

La preuve se subdivise en deux cas suivant que y est un caractere réel (ie. y(Z) cR ce
qui équivaut au fait que y est d’ordre 2, y? = yo) ou non. Soit y un caractére non trivial, on
considere a nouveau la somme

@m=zﬂﬂmm
n<x N

qui a été évaluée dans la section3]: on a vue en cette occasion que
L(x,1) # 0= S, (x) = 0, (1).

On évalue cette somme d’une maniere différente : utilisant que A = ux*log, on a

Sy(x) = Z M Zu(a) log(n/a) = Z M Zp(a) (log(n) —loga)

nsx aln nsx aln

=3 X > u@(-loga)

n<x aln
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car Y qnp(a)log(n) =log(n)d,=1 = 0. Utilisant de plus que ¥ ,, u(a)log(x) =

obtient

Sy(x) = —log(x) + Y A Y u(a)(logx—loga)

nsx aln
= _logx) + ¥ L2 X 'S wa )log—

nsx aln

b

=—log(x)+ )_ M,u(a)l > X( )

a<x @ A p<xla
= ~log() + 3 Xa u(@)log = ~(LG D+ 0 ))

= —log(x) +L(p, 1) ¥ XT,u(u)log +0(1)

asx
car Y g<xlx(@pu(a)llogs = O(x). Ainsi, si L(y,1) =0, on a
Sy (x) = —log(x) + O(1).

Rappelons que si y = xo, on a
Sy () =logx + O(1)

et ainsi on obtient utilisant les résultats de la section

1 siy=xo

Sy(x) =6 ylog(x)+0O(1) avec 6, =410 si x#xo, L(x,1)#0.

-1 Si)(#)(o, L(X$1):O

On a (par (5.10)) dp=1(g) = ﬁzx(q)x(”) et donc

A 1 1
ﬂ:_ Sx(x):ﬂ 514_0(1),
n<x n (P(CI) X (P(Q) x(q)
n=1(q)
Comie
A
A
n<x I
n=1(q)

on voit que
26,( =1+ ) 6,20
X#Xo
et donc que

X#Xo

Op=1log(x), on

Donc dans I'ensemble {y # xo}, il y a au plus UN y tel que 6, = -1 (ie. tel que L(y,1) =0).

Maintenant si y # yo est un caracteére non-réel (ie. y # %) alors si on avait L(y,1) =

aussi L(y,1) = L(x,1) =0 ce qui contredit la remarque précédente. Ainsi

pour x#%, on a L(y,1) #0.

0, on aurait
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4.4. Le cas y réel. On voit que 'argument précédent ne s’applique pas si y =% (ou ce
qui revient au méme si y% = yo). Dans ce cas 13, on utilise un argument différent :
Soit 7, =1# y. On considere la somme

(1 x)(n)
U= 2, =i

nsx

On remarque, d'une part que 7, est multiplicative et que d’autre part, pour p premier et
a=0,

TP =1+ x(P) +x P+ + (P =1+ x(P) + (P> +-+x (P =0

car y(p) = £1; de plus, si a est pair, alors 7,(p®) > 1.
On en déduit que pour tout n

T,(M) =0, T,(n*)=1.
Il en résulte que
1
Uy(x) = —= Elog(x) +0(1).

D’autre part on évalue Uy (x) d'une maniere similaire a précédement avec une variante appelée
méthode de I’hyperbole : soit 1<y < x un parametre (on va prendre y = x'/?)

x(a)
Uyws=3 op=) X o) )

ab<x asyp<xl/a a>yp<xl/a

,on a

x@(, X1 a2 1 x(@
=) = 12(=)""+c+O0((— + — —
asy all? ( (a) ‘ ((x) )) lskgx/y bl/2 y<c§xlb al’z
En effet (le démontrer) on a
Y n V2 =252 4 e+ O(x 12
ns<x
avec ¢ une constante absolue. On a (cf. (5.11)))
Y @ _ L(y,)+0(1/y)
asy a4
et
Y % =L(x,1/2) + O((x/b) '3 — Ly, 1/2) + Oy 3 = O((x/ D) V*) + O(y %)
y<as<xl/b a
et ainsi

U, (x) = 2x"2 Ly, 1) + O(x"21y) + Oy x"?) + cL(x, 1/2) + Oy '3 + O 1y).

/2 on obtient

Prenant y = x!
logx+0(1) < Uy (x) = 2x"?L(y,1) + O(1)

et donc en faisant tendre x vers +oo, on a L(y,1) #0. O
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5. Exercices
Exercige(s) 5.13. G est un groupe abélien, on peut donc considérer son groupe des
caracteres G : montrer que l'application G — C(G)
g§—8:x—x(®
a son image dans é = HomZ(é,Cx) et est un isomorphisme.

Exercice(s) 5.14. Montrer que si G est cyclique, G =G (on calculera Z/nZ). Montrer
que Gy x G, = Gy x G,. En déduire que pour tout groupe abélien fini G = G.
Exercice(s) 5.15. Soit F € €(G), la transformée de Fourier f de F est la fonction de

G — C définie par
1

Foo=<En ==Y F@x@g.
Gl
— Montrer que (formule d’inversion de Fourier)
F=Y F(.x.
X

~ Que vaut f ?

Exercice(s) 5.16. (Induction/Restriction) Soit H < G un sous groupe de G,

— montrer que si y est un caractere de G alors y g est un caractere de H.

— Soit resy Papplication (restriction & H). Montrer que kerresjz peut s’identifier & G/ H.

— Montrer que resy est surjective : ie. pour tout y' € H, il existe y € G qui prolonge y'.
Pour cela on considérera la fonction

F(@=) x®.
1€G

Calculer cette fonction. Soit y’ un caractére de H. Montrer que
Y ¥(WFMm) =l{xeG xu=x}
heH

On a donc la suite exacte

qui est duale de la suite
1-H—-G—-G/H—-1.
Exercice(s) 5.17. Soit g =1 et {4(s) = [Ty L S) = Xzt % Montrer que rq(n) = 0.
Pour cela on pourra d’abord montrer que c’est le cas de la série de Dirichlet —gzg

Exercice(s) 5.18. soient y; et y» deux caracteres quadratiques. Montrer que
C(S)L(x1,9)L(x2, )L(X1X2,9)
est une série de Dirichlet & coefficients positifs.
Exercice(s) 5.19. Soit y(g) un caractére non-trivial, montrer que pour o = Res€]0,1],

L(x,s) < (q1sN'~7log2qlsl), L'(x,s) < (qlsN' "7 log?(2q]s])



CHAPITRE 6

Le théoreme des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques (d’aprées Newman)

Dans ce chapitre on va donner une preuve du théoreme de la progression arithmétique
sous sa forme "forte” ; cette preuve est une adaptation de la preuve élégante du théoreme des
nombres premiers de Newman.

Théoréme 6.1. Soit a,q =1 des entiers premiers entre eur, on a pour X — oo

1 X
nxgqga)= ) 1l=————1+04().

p= 9@ logx
p=a(modq)

De maniére équivalente, quand x — +oo,

xqa= ) A() = ——x(1+ 0g(1)
RRes e Tt o
n=a(mod q)

En particulier, en prenant g =1, on obtient

Théoréme 6.2 (Théoreme des nombres premiers). On a pour x — oo

X
n(x) = p;xl = @(1 +0(1)),

y(x) =Y An)=x(1+o0(1).

nsx

Ce théoréme est conséquence du théoreme de non-annulation suivant :

Théoréme 6.3. Soit y (mod q) un caractére de Dirichlet (trivial ou non), alors L(y,s) ne
s’annule pas pour Rs=1.

1. Le Théoréme implique le Théoréme

Il suffit de démontrer la seconde équivalence. Pour Rs>1, on a

A(n) 1 _ L'(x,s)
amodd nEa(modq) nS (p(q) X(modq) L(Xy S)

).

Pour chaque y la série
L _ ¥ A(n)x(n)
L(X »S) n=1 ns
se prolonge méromorphiquement au demi-plan {s, s> 0} avec des pdles simples aux points p
ol L(y,s) s’annule ou bien a un podle et de résidu

L'(x,s)
ress=p —ﬁ = —ords=p L(y, 9).
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En particulier, comme L(y, s) ne s’annule pas sur la droite s =1 (par le Théoréme , - LL((;((’SS))

L'(x0,9)

T(ros & UL

n’a pas de pole sur cette droite sauf si y = yo est le caratere trivial, auquel cas —
unique pole simple en s=1 de résidu 1.

En particulier L(A.6a(m0dq),s) se prolonge méromorphiquement a {Rs > 0} et est holo-
morphe dans le demi-plan Rs =1 sauf au point s =1 ou elle admet un pole simple de résidu

1
@
Rappelons que par Chebycheff
Y g asyx)<Kx

et donc, par integration par partie, on a pour Rs>1

—§700 o —Sy\/ o _Sdt
L(A-aa(modq)»s) =[y(t;q,a)t ]y —ﬁ v(t,q,a)(t) dt=—8/1 v(t,q,a)t 7,

par ailleurs pour Rs> 1,

1 1 1 ©
=— f tdrt
plg) s—1 p(q) h

et donc

L(AS 9- s [Twwa- -t
-Oa(modq) (P(q) s—1 - . v\t q, (,0(6]) " .

Par la discussion précédente la partie de gauche admet une limite finie quand s — 1 et on
voudrait en déduire que cette limite est égale au terme de droite évalué en s =1, ie. en déduire
que l'intégrale
foo[w(t'q a) d ]dt

1 v plg) 12
converge (et est finie) et (par le critere de convergence de Cauchy) pour tout x=1et 1=1 on
a

Ax tdr

lim lwtg,a)—-——— =
e
Cela résulte du Lemme suivant appliqué a la fonction f(#) a support dans [1,+oo[ donnée par
1 t
O=-lytqa—-——I,
f [Viaa =
(par Chebycheff cette fonction est bornée) :

Lemme 6.4. Soit f(t) une fonction bornée, nulle au voisinage de 0, localement intégrable
et telle que sa transformée

F(s) :foof(t)t‘sdt
0

admette un prolongement analytique dans un voisinage du demi-plan {s, Rs =1} (comme f
est bornée F(s) admet un prolongement analytique évident a {s, Rs>1}), alors lintégrale

o0 dt
fo ro<

converge et vaut F(1)
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Ax,

Etant donné A > 1, supposons qu’il existe une suite x, — oo telle que ¥ (xy; q,a) = o

aura (comme ¥(t; ¢, a) est croissante)

fix"[ (50,0 - — ]ﬂ> ! Mn[]tx —t]ﬂ——1 A—A_tﬂ>0
. O o), TR E T el T T

de méme, si il existe une suite x, — oo telle que ¥ (xp;q,a) < /Mp(q)’ on aura
fxn Wit q,a t ]dt< L[ /A t]dt I VA-tdr
ain PO 2 S @ " 2 o@hnTt 1t
Cela montre que
X
(x;,9,a) ~——.
yix;q (@)

2. Preuve du Théoréme [6.3]

55

on

On sait déja que L(y,1) #0, il suffit donc de montrer que pour tout € R —{0} et tout y

L(y,1+it) #0.

L’idée (due & Hadamard et de la Vallée-Poussin) ressemble a la stratégie utilisée pour démon-
trer la non-annulation de L(y,s) en s=1. On construit une série L dont les coefficients sont

positifs ou nuls mais qui est holomorphe (voir s’annule) en s=1 si d’aventure L(y,1+it) =

on en déduit une contradiction. Le (sempiternelE[) exemple d’une telle fonction est le suivant

Lemme 6.5. Soit
Li(s) =C32,(8)(Cq(5+ i q(s— i) (s +2i0){q(s - 2i0).
alors les coefficients de la série de Dirichlet ——(s) sont positifs ou nuls.
Preuve. On a pour Rs>1

—lt+nlt)+(n— it Zzt l[+nlt)2

n=1 n=1

Ll
_I(S) =

avec Ag(n) définit par
Ag(n) G AR

__ 29—
Z ns - Cq(s)_ Z

n=1 X (mod q) L(Xr S))

A
-y yAmdn_y ¢(@d(n=1(mod g) —= A,

x (mod g) n=1 n’ n=1
soit
Ag(n) =p(g)6(n=1(mod))A(n) = 0.

Comme n~ " +n"eR, (1+n "+ n'")2 >0 et les coefficients de —L'/L sont positifs ou nuls.
Supposons que L(y,1+if) =0 alors

(qU+i=0=C,0+iD=(,0-iD)

1. comme dirait P. Deligne
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et donc L(s) s’annule en s=1 & 'ordre m=2x2-3=1 et _TU(S) a un pole simple en s=1 de
résidu —m et donc
Ag

(n) , ,
—1+n""+n")? 20,

) -L .
1> -m lim (s=)—(9) = lim (s~ 1) r;

contradiction.

Remarque 6.6. La preuve que nous venons de donner de la non-annulation de L(y,1+if)
est "globale” : elle utilise le produit {4(s) = HX L(x,s) et les proprités de positivité de ses
coefficients et montre la non-annulation de toutes les valeurs L(y,1+it) en méme temps.

Si la paire (y,it) n’est pas invariante par conjugason complexe,
on peut montrer la non-annulation de maniere individuelle en considérant la fonction

L(xo, 9> (L(x, s+ i) LY, s — iD)?L(x>, s+ 2i L%, s — 2i 1)
qui si L(y,1+it) =0, s’annulera a l'ordre au moins 1 en s =1. En revanche cette méthode ne
fonctionne pas si
(I’_it) = (X)it)
c’est & dire si y2 = yo et £=0. Dans ce cas la méthode précédente ne donne rien car
L(¥?, s+2it) = L(xo,$)

a un pole en s=1.



CHAPITRE 7

Caracteres de Dirichlet

Dans ce chapitre on va discuter en details la structure de groupe de I’ensemble des carac-
teres de Dirichlet.

1. Notion de caractéere primitif

Soit y un caractere de Dirichlet de module g et g’ un multiple de ¢ ; on a une application
de reduction modulo g
- (Zidny —~ (ZiqZ)*
9" amodq’) — a(modgq)
et on peut former un nouveau caractere de Dirichlet de module g’ en composant y avec red, :
' (a(mod q") := y(redy (@) = x(a(mod ¢)).
On notera encore ¥’ 'extension & Z ce ce caractere en une fonction totalement multiplicative :
0 si(n,g)#1
1 ()= ‘ 67/
x(n) s1(n,qg)=1.
Il est clair qu'un tel caractere y’ ne peut pas A?tre considéré comme vraiment “nouveau” et

on dira qu’il est non-primitif ou encore qu’il est induit par le caractere y. Dans le cas inverse,
on definit

Définition 7.1. Un caractére y(modq) qui n’est induit par aucun caractére de module
q'\q avec q' # q est dit primitif.

On a la proposition suivante dont la preuve estlaisseée en exercice :

Proposition 7.2. Soit g =1 et y un caractére de Dirichlet de module q. Il existe un
unique q* divisant q et un unique caractére primitif y* de module q* qui induit y. L’entier
q* est appelé conducteur de y.

Dans la suite, on aura besoin de la caracterisation suivante des caracteres primitifs :

Proposition 7.3. Un caractére y(modq) est primitif si et seulement si pour tout d|q,
d < q, la restriction de x au sous-groupe

ker(redy) = {x(mod g), x =1(modd)}
est une caractéere non-trivial.

Preuve. Supposons que y = yqoredy pour d < g divisant g alors y restreint a ker(redy) est
constant egal a 1.

Reciproquement, soit d|q, d < g et supposons que Y|ker(red,) €St constant egal a 1 pour
d|q; on définit un caractere de module d en posant pour x € (Z/d)*

Xa(x) = x (%)
57
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pour X € (Z/g)* tel que redy(X) = x. Cette definition ne deépend pas du choix de X car si red; (%)
alors ¥’ = Xyavec y
equivl(d) et donc y(X) = y(&). Il est clair que y est induit par y4 donc y n’est pas primitif. [

2. Sommes de Gauss.

Soit y(mod g) un caracteres et n € Z un entier; ce dernier definit un caractere additif du
groupe 7Z/q via

nx nx
x—expni—) =e(—).
q
La somme de Gauss associée a n est definie par

nx
()= ), xxe(—).

x(mod q) q
Si n=1, on la note 7y :=1,(1).

Théoréme 7.4. On a

(7.1) Ty(n) = 1(-n).
Pour (n,q) =1,
(7.2) Ty(n) =Y (n)T,

de plus, si y est primitif, cette égalité est valable pour tout n (dans ce cas, si (n,q) # 1,
74(n) =0). Pour x primitif, on a

(7.3) 1Ty P = X (D7) =14

Preuve. On a

- T nx - nx

T,(n) =) y(e(—) = Y y(x)e(-—).
x(q) 49  xq q
Supposons que (n,g) =1 et soit ne (Z/q)* un inverse den modulo g (nn=1(modq)), 'appli-
cation x(gq) — nx(q) est un homeomorphisme de (Z/q)* et faisant le changement de variable
x— x'=nx (x=nx"), on obtient

_ x
=) ymxe(=) =@y

x'(mod q) q
Supposons que y est primitif et que (n,q) >1 et posons n' =n/(n,q), q' = ql/(n,q) < q de sorte

que (n',g)=1,0n a

n'x’'

Ty(n) = Z x(x)e(—);
x(mod q) q

notons que la valeur de e(%,) ne depend que de la reduction de x modulo ¢’, aussi on

decompose (Z/g)* en classes modulo le sous-groupe ker(redg) :

(Z1g)* =|_|x"ker(redg);
xl

ainsi ’
n'x'
)= x(xNe(—) Y. x(»=0
x! yeker(redqr)

!/
n'x'y

T, =) x&x) Y xwel
x' yeker(redqr) q
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car le caractere Xker(red,) €st non-trivial d’apres la proposition ; cela termine la preuve de

2.

On démontre maintenant (7.3)) : soit ¥ un caractere primitif,

— —x' — v/ -1 /
= Y @il = ¥ e h =Yy ¥ BN
x,x'(q) x,X'(q) q z(q) X'e(ZI g) q

La somme sur x’ est une somme de Ramanujan qui vaut

u(d)
qy —.
diq d

dlz—1

On obtient donc

d
ITXI2=qZ—u;) Y x.
dlg z=1(d)

Comme y est primitif, la derniere somme est nulle si d < g (Proposotion [7.3)), et on obtient
[3). O

Dans la section suivante, on va calculer la valeur de la somme de Gauss pour les caracteres
quadratiques primitifs.
3. La structure du groupe (Z/qg)*

Dasn cette section on va décrire la structure du groupe abelien fini (Z/q)*, c’est a dire
déterminer sa decomposition en produit de groupes cycliques.

3.1. Le théoreme des restes chinois. Le théoreme des restes chinois permet de reduire
I’étude de la structure de l'anneau Z/qZ a celle des anneaux Z/p?"Z ou q= Hip?" est la
decomposition de g en produit de puissances de nombres premiers.

Théoréme 7.5. (théoréme Chinois des Restes) L’application
. a;
red: 7Z/qZ ~— HZ/pi Z,
1

nmodg) — (n(modp!");

est un tsomorphisme ; en particulier elle induit un isomorphisme au niveau des groupes des
unites (ie. des éléments inversibles) des anneaux respectifs

red: (Z/q)* =[[ZIp}H*.
i

Preuve. Il est clair que red est un morphisme d’anneaux ; de plus red est injectif : si n(mod q)
est dans ker(red) alors pour tout i n= O(pf‘i ) donc n=0(g). Comme les deux anneaux sont de

mA2me cardinal c¢’est un isomorphisme. ([l
Remarque 7.6. L’inverse de I'isomorphisme précédent est obtenu de la maniére suivante :
notons gq; = q/ p;.)” alors g; est premier a p?", soit ¢g; son inverse mod p?" :
giqi = 1(mod p}").
Soit (n;); € HiZ/p?’Z alors (verifier que c¢’est bien defini)

red 1 ((n;);) = Z niq;q; (modgq).
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Remarque 7.7. On a vu que si Gy, Gz sont deux groupes abeliens finis, on a un isomor-
phisme des groupes de caracteres

G1xGy =G x Gy,
L’isomorphisme etant donne par
(X1 x2) = x1-x2: (81, 82) — x1(81) x2(82)-
En particulier

Zig> =] @ip?)~.
i
Dans le cas present les isomorphismes inverses I’'un de ’autre sont donnes par

1@ — yored™ e[J@Ip™* (ri(p™);— [ xiored € Zig)*
i i

Ainsi pour obtenir tous les caractéres de Dirichlet de module g, il suffit de factoriser g
en g =1I; p;.x" et de multiplier ensemble des caracteres y; de modules p;.x". De mA®me pour
obtenir les caracteres primitifs, on multiplie ensemble des caracteres y; primitifs de modules
pi’ ('ils existent).

On se ramene ainsi o cas g = p® avec a =1 et p premier.

3.2. Structure de (Z/p)*. On commence par rappeler le cas bien connu ot @ =1

Théoreme 7.8. Soit p un nombre premier, 'anneau Z/pZ est un corps (noté Fp) et
(ZIp)* =F, est un groupe cyclique d’ordre p—1.

Preuve. Comme p est premier,
amodp)#0e pta<e (a,p) =1

donc Fj, =Z/pZ—{0} est un corps. Comme F} est un groupe d’ordre p—1 on a pour tout a€F

aP~'=1
et donc pour tout a€F,
a’ = a;
en d’autre termes pour tout neZ
(7.4) n” = n(mod p),

il s’agit bien sA»r du petit théoréme de Fermat...
Montrons que F, est cyclique : soit a€ [F;; un element d’ordre maximal g : on a

al=1

avec ¢lp—1; notons que les elements du sous-groupe engendre par a verifient la mA®me
équation
X9-1=0.

et il y a g tels elements; comme un polynume de degre g dans un corps a au plus g racine,
le groupe engendre par a est exactement ’ensemble de racine de X9 —1.

Supposons g < p—1 et soit b qui n’appartient pas au sous-groupe engendre par a; quitte
a remplacer b par une puissance convenable de b, on peut supposer que b est d’ordre premier
r; alors necessairement r|q car sinon ab serait d’ordre rq ce qui contredirait la maximalite de
g. Alors b verifie b9 =1; cela contredit le fait que ’ensemble des racine de X9 -1 est a%. O
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3.2.1. Racines primitives modulo p. L’ensemble des générateurs du groupe cyclique
(ZIp) =Zip-1
sont appellees les racines primitives modulo p : c’est a dire les classes de congruences a(mod p)
verifiant
a’ ' =1(modp), a? #1(modp), dlp-1, d<p-1.
Leur nombre est le nombre de générateurs de Z/p—1 et vaux donc |(Z/p-1)*|=¢@(p—-1) que
I’on obtient en decomposant p—1 en facteurs premiers.

En particulier, on voit qu’il n’y a pas de formule vraiment simple pour calculer ce nombre ;
de mAamg il n’y a pas de methode vraiment simple pour trouver les racines primitives modulo
p (bien sA»r il suffirait a priori d’en trouver une, puis de calculer les puissances de celle-ci
a des exposants premiers a p—1 pour obtenir les autres). En tout cas il est necessaire de

disposer au moins de la decomposition de p—1 en facteurs premiers.
La conjecture la plus celebre concernant les racines primitives est la suivante :

Conjecture 7.9 (E. Artin). Soit a un entiers # —1 et qui n’est pas un carré parfait, alors
il existe une infinité de p tels que a(modp) est une racine primitive.

A ce jour, les meilleurs résultats en direction de cette conjecture sont dus a Gupta-Murty
et Heath-Brown.

3.3. Structure de (Z/p*)*. On a le théoréme de structure suivant :

Théoréme 7.10. Soit p premier, on a les isomorphismes de groupes suivants :
—pour p=2eta=2

(Z12)* = (1}, (Z12%) = (Z14)* x ZI2° 72 = 7]2 x 7./2%72;
—pour p>2etaz=l
(ZIp™)* =Fy x ZIp* ' =ZI(p-1) x ZI p*~".
Preuve. Soit n € Z, notons

ZIp*)* — (ZIpH*
a — a

[n]:

’

I’homomorphisme d’elevation & la puissance n.
3.3.1. Le cas p>2. On a |(Z/p®)*|=(p-1)p*~ !, comme p—1 et p®! sont premiers entre
eux, il existe a, b € Z tels que

alp-1)+bp*l=1;
ainsi, pour tout x € (Z/p%)*, on a
(7.5) x = xMPD P =y,
notons que par le théoreme de Lagrange

a-1

A I S L o LA |
Ains tout element x € (Z/p*)* se decompose en le produit d’un eélement de ker[p®~!] et de
ker[p —1]. En d’autres termes, on a un morphisme de groupes

(ZIp%)* — ker[p® 1] xker[p—1]
% _ (xa(p—l),xbp“‘l)
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qui est injectif par (7.5). Ce morphisme est surjectif : etant donne (u, v) € ker[p®~1] xker[p—1],

on a par (7.5)

a-1 a-1

_ a-1 _ _
u = u®p=1 b _ alp D y=palp D,bp* _ ,bp

Remarque 7.11. Ce resultat est un cas particulier de la proposition générale suivante
(la déemontrer)

Proposition. Soit G un groupe abélien fini (qu’on notera multiplicativement) d’ordre rs
avec r et s premiers entre eux, alors G est isomorphe au produit de ses deux sous-groupes

Glrl={g€G, g' =ec}, Glsl={geG, g =ec}

et ceux-ci sont d’ordre r et s respectivement.

Montrons maintenant que

ker(p® N =Z/p® !, kerlp—1]= (ZIp)* =ZI(p-1).
Tout d’abord, par le petit théoréme de Fermat, on a pour tout a € (Z/p%*)*
[pla=a’ = a(mod p).
En particulier pour u € ker[p®~!],
1=(p* Nu=[pl*tu=umodp)

et donc

ker[p“‘l] c (Z/p“)m =:{a€ (ZIp"*, a=1(modp)}={1+pb, be Z/p“_IZ} = ker(redp).

Montrons 'inclusion inverse : pour b€ Z,
p-1
[(pl(1+bp)=0+bp)P = 1+p2b+];2C’;(pb)k+ppb’” =1+bp*+pic, ceZ;

en effet, si 2 < k< p-1, 'entier C’,; = ﬁ est divisible par p. Substituant b par bp dans
I’égalité précédente, on obtient en iterant
(P 1A+ pb) =[p)* A+ pb) =1+ p®b' = 1(mod p?).
Ce qui montre 1'égalité
ker[p® 11 c z/pHW.
En particulier ker[p®~!] est d’ordre p*~!. Notons egalement que le calcul précédent montre
que si b est premier a p
(p® 211+ pb) = [pI* 2 + pb) = 1 + p* b avec b' = b(mod p);

ainsi 1+pb(mod p%) est exactement d’ordre p®~!, c’est donc un générateur du groupe ker[p®~!].

Considerons la restriction de I'application red, a ker[p—1]. Cette application est injective
car son noyau vaut ker[p—1]nker(red,) = ker[p—1] nker[p®~'] = {1} et comme elle est surjective
car

(ZIp)* =red,(ZIp*)*) =red, (ker[p —1] nker[p® 1)) = red, (ker[p — 1])
puisque ker[p®~!] =ker(red,,).
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3.4. Le cas p=2. Soit a=2; tout element a de (Z/2%)* s’écrit de maniére unique sous
la forme

+1+4b=+1(1F4b), beZ/2°7%
avec £1 =1 si a=1(mod4) et —1 si a=—-1(mod4). Cela montre que 'on a
Z1297% = {£1} x (Z/2%)@
avec (Z/p*)? le sous-groupe d’ordre 2%2
(Z1p™)@ =:{ae (Z/2%)*, a=1(mod2%)} = ker(red,).

Montrons que (Z/p®)®@ est cyclique et engendre par tout element de la forme a = 1+4b(mod p%)
avec (b,2) =1. En effet, pour beZ, on a

[21(1+4b) = (1 +4b)*> =1+8b+16b°.

En particulier
[2%72](1 +4b) = 1(mod 2%)
et si b est impair
[2973]1(1 +4b) =1+ 2% b £ 1(mod 2%),

c’est & dire que pour b impair 1+4b engendre un groupe cyclique d’ordre 2%72. ]

4. Caracteres quadratiques.

On va utiliser le théoreme de structure précédent pour determiner les caracteres de Diri-
chlet d’ordre 2 (ie. les caracteéres non-triviaux a valeur dans {1,—1}).

Par les arguments de la premiere section, on peut se restreindre au cas ou g = p%. Il s’agit
donc de determiner les sous-groupes d’ordre 2 de (W qui est un produit d’un ou deux
groupes cycliques. On sait par ailleurs qu'un groupe cyclique admet un sous-groupe d’ordre
2 si et seulement si il est d’ordre pair et ce sous-groupe est alors unique.

Sip=2,ona

(Z1p%)* = (Z14)* xker[2% %] =712 x 7.I2% >

admet un caractere d’ordre 2 si @ =2 et trois caracteres d’ordre 2 si a = 3.
De mA®me, si p>2,

(Z1p*)* = (ZIp)* xker[p® 1 =Z/(p-1) x ZI p*}

admet un unique caractere d’ordre 2.

Rappelons egalement que si f= a et si y est un caractere de module p%, on obtient un
caractére de module pP en composant avec la réeduction modulo p%, y' = xoredpe ; le caractere
obtenu est de mA®2me ordre.

On va maintenant construire ces caracteres :

Le groupe (Z/4)* = 7127 admet exactement un caractere d’ordre 2 que ’on note y4 : c’est
I'unique caracteére non-trivial (et primitif) de (Z/4)* et il vaut —1 en 3(mod4) : en d’autres
termes

ra@=(17.
Le groupe (Z/8)* = (Z/4)* x (Z./8) @ admet trois caracteres d’ordre 2 :

(1) celui obtenu en composant le caracteére y4 avec la reduction modulo 4 : ysoreds; il
n’est pas primitif et par abus de notation on le note encore y4.
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(2) Le caractere note yg qui dans l'isomorphisme précédent est trivial sur le premier
facteur et non-trivial sur (Z/8)@ : ce caractere est primitif et on a yg(1) = xg(7) =
1, x¥8(3) = xs(5) = —1, ol encore

a?-1
xs(@=(-1) s .
(3) le produit ysxs-

Pour a =4, on a vu qu’on dispose exactement de 3 caracteres. Comme les caracteres obtenus
par x4, Xs, Yaxs en composant avec la reduction modulo 8 sont au nombre de trois on les a
tous et ils sont tous non primitifs.

4.1. Le cas p>2 : le symbole de Legendre. Si p > 2, 'unique caractere d’ordre deux
de (Z/p*)* est obtenu a partir de I'unique caractére d’ordre deux de (Z/p)* en composant
avec la reduction modulo p. Ce dernier —qui est primitif- est appele symbole de Legendre et

a

est note yp(a) ou (5).

Théoréme 7.12. Soit
(F5)?=[21.F; = {x, xeF}}

l’ensemble des carrées de [F;, alors
(a)_ 1si acFy?
p -1 si agtF;Z
et on a la formule “analytique” suivante

a p-1
—)=a 2 (modyp)
(p) p

Preuve. le noyau de Iapplication [2]:x— x? est I’ensemble des racines du polyniime
XP-1=(X-1D(X+1)

et vaut donc {1,-1}. Ainsi ([F,f,)2 est 'unique sous-groupe d’incide 2 de [F;‘, et donc le noyau de
(5) Ainsi (5) vaut necessairement —1 sur le complémentaire de Fy?. Pour la formule, on note
que par (7.4]) tout a€ (Z/p)* est racine du polynume de F,[X]

-1 -1
XPl1=(X7 -1DXZ +1)

-1
oo prl = 1); ainsi
[F;, - [F;2 est 'ensemble des racines du deuxieme facteur. O

Etendons le caractere de Legendre a Z de la maniere usuelle,

(=[5 simpr=,
p

et que [F;,2 est 'ensemble des racines du premier facteur (si a = b?, a

0 sinon ;
on a donc
Corollaire 7.13. Soit p>2 premier et A€Z, on a

1 si A(mod p) est un carré non-nul dans [F;,
(—) =4 -1 si A(mod p) n’est pas un carré dans [F;;
0 si A=0(mod p);
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en particulier, le nombre de racines distinctes dans Fp du polynome aX?+bX+c est

1+ (%), A =b?-4ac.

4.2. Caractéres quadratiques de module quelconque. Les caracteres quadratiques
de module g =T]; p?[ sont obtenus par la recette decrite dans la section & en multipliant
entre eux des caracteres quadratiques de modules p?" . Si on se restreint aux caracteres primi-

tifs tous les modules ne sont pas possibles car chaque y; doit A®tre primitif. Ainsi les seules
possibilites sont

(1) g =Tl pi, pi impair : x() =TI ().
(2) g=4I1; pi, pi impair : () =)(4(-)Hi(ﬁ)-
(3) q=8Il;pi, pi impair : ¥() = xg()IL;(;) ou bien y = yaxs(I1; ().

5. la loi de réciprocité quadratique

Le caractere de Legendre permet de determiner si un entier donne A est un carre modulo un
nombre premier impair p. Un point tout a fait remarquable conjecture par Euler et Legendre
et demontre par Gauss est que, pour A # 0 fixe la condition

A est un carré modulo p

se traduit en une condition de congruence sur p modulo un entier qui ne depend que de
A. En particulier, on pourra compter asymptotiquement le nombre de p satisfaisant une telle
condition grA(L’ce au théoreme de la progression arithmetique. Ce principe s’appelle une loi de
reciprocite car il permet d’exprimer une condition de congruence modulo p par une condition
de congruence sur p lui-mA®2me.

L’exemple le plus simple d’un tel principe est le cas de 'entier A = -1 :

Théoréme 7.14 (La loi de réciprocité quadratique (cas de A=-1)). Soit p impair, alors
—1 est un carrée modulo p si et seulement si p = 1(mod4). De maniére équivalente, on a
I’égalité

(?) = xa(p).

Preuve. Avec la derniére formulation, la preuve est évidente puisque par la formule analytique
()= D% =)
P X4(p).
O
La loi de reciprocite quadratique demontree par Gauss traite du cas ou A = g est un
nombre premier et comme ci-dessus on peut 'exprimer en terme de caracteres.

Théoréme 7.15 (La loi de réciprocité quadratique (cas de A =2)). Soit p impair, alors 2
est un carré modulo p si et seulement si p=1,7(mod8). De maniére equivalente, on a l’égalité

2
(;) = xs(p).

Théoréme 7.16 (La loi de réciprocité quadratique (cas de A = g premier impair)). Soit
p,q deux nombres premiers impairs, on a l’égalité

p-1g-1
2 2

qa,.p
) =(-n'T 7
)G
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de maniére equivalente
q,_ xapp
()= d2r
p q

5.1. Preuve de la loi de réciprocité quadratique. Soit p premier impair et soit
g qui est, ou bien egal & 8, ou bien est un nombre premier impair. Soit w = exp(%). On

).

va, effectuer des calculs dans ’anneau d’entiers Z[w] c C et plus precisement modulo 'ideal
principal pZ[w]. Notons que w9 =1 donc 'application x— w* definit un caractere du groupe
abelien (Z/qZ,+) a valeur dans Z[w]* < C*. Considérons la somme de Gauss

Tg:= Y, X' eZlw).
xe(Zlg)*

On a d’une part

2
= ) xgpet= )yl pe™
x,ye(Z/ q)* x,ye(Z/ q)*

car yq(y) = x4(1/y), le charactere y4 ¢tant a valeurs dans {-1,1}. Posons z = x/y, on obtient

2 _ x(1+1/z)
o= ) @ ), w )
ze(Z1 g)* x€(Zlg)*

Si g est premier et z# -1

Z wx(1+1/z) — Z wx(1+1/z) —1=-1
xe(Z/q)* x€Zlq

(par orthogonalite des caracteres : x — w*!*1/? definit un caractére non-trivial du groupe
Z1q) alors que si z= -1,
Z wx(1+1/z) — Z 1= q- 1.
xe(ZIq)* xe(Z1q)*
Utilisant le fait que ¥ ¢z/¢)« Xq(2) =0 (par orthogonalite des caracteres), on en déduit que
2= xq(-1q.

Un calcul explicite montrer que la mA®me égalité est vraie pour g =8 (et yg(—-1) =1).
Calculons maintenant TZ ou plutut ‘L'Z (mod pZ|w]). Notons que si on a A, B € Z[w],

p-1
(A+B)P = AP+ Y CKAP™*B¥+ BP = AP + BP (mod pZiw))
k=1

car C’,;EpZ sil<sks<p-1. On en déduit que

TZE Y. xg@Pe = Y x(x)w*P(mod pZlw)
xe(Z1 g)* xe(ZI1q)*

faisont le changement de variable z = px dans (Z/q)* (car p est premier a g), on obtient

TZ = Z Xq(zl p)w® = xq(1Ip)T4 = xq(p)T4 (mod pZw]).
ze(Z1g)*
Ainsi on obtient
p .02 p1pl
Tg=TqTq ° =TqXq(-1D)'Z g7 =x4(p)14 (mod pZw)).

Multipliant cette égalité par 7, on obtient

-1 p-1
2

qu(_l)qu = xq(p)g (mod pZw)).
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En d’autres termes, p divise I’entier q()(q(—l)pT_lc,ilgT_1 —Xq(p)) dans Zlw]. Cependant comme
ZlwlNnQ =7Z (Zlw] est inteégralement clos), on voit que p divise I'entier q()(q(—l)pTilqui1 —Xxq(P)
dans Z :
e1q
Xq(P)=xq(-1) 2 (;) ( mod p)

et donc yq(p) = )(q(—l)pT_](%) cela démontre le résultat en notant que (%) = (%) O

Exercice(s) 7.17. Soit A un entier qui n’est pas un carre parfait (pas de la forme d?
pour d € N), montrer que

1 1
Y 98P _ Zlog X +O(D).
psX p 2

A est un carre modulo p

On utilisera la loi de reciprocite quadratique.
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CHAPITRE 8

Le mémoire de Riemann

Il y a 150 ans, en 1859, Riemann publia sont célebre mémoire Uber die anzahl.... : dans ce
mémoire, Riemann jette les bases de I’étude des propriétés analytiques de la fonction “dzeta”
1 1
(8.1) (=) —=Jla-—=)" Rs>1
n=11 p p

en tant que fonction de la variable complexe et la relation entre celles ci et le probleme du
comptage des nombres premiers.

Ainsi, Riemann mentionne un formule “explicite”, démontree plus tard par von Mangolt
reliant la fonction sommatoire de la fonction A,

Ma(x) =Y An)
n<x

a une somme sur les zéros de {(s). une formule asymptotique pour My (x) quand x — +oo.
Riemann montre que les zéros “non-triviaux” de { sont en nombre infini et donne une formula
asymptotique de leur nombre. C’est également a cette occasion qu’il formule sa célebre hy-
pothese U’hypothese de Riemann qui prédit que les zéros non-triviaux sont tous situé sur la
droite Res =1/2. La preuve de cette hypothese est un des problemes les plus important des
mathématiques : pour sa résolution, I'Institut américain Clay a promis une récompense de

1000000 USD a son auteur.

\

PROLONGEMENT ANALYTIQUE. La fonction {(s) admet un prolongement méromorphe a
C. Elle est holomorphe partout sauf en s=1, ou elle admet un pule simple de résidu €gal a 1

EQUATION FONCTIONNELLE. Soit
A(S) := Lo (8)L(S) avee {ool(s) = 12T (512).
Alors A(s) admet un prolongement analytique a C avec deux poles simples en s=0,1 et vérifie

pour s#0,1
A(s)=A1-ys).

Dans cet énoncé, I'(s) désigne la fonction I' d’Euler
o0 dt
I'(s) =f e 't —.

0 t

On a vu que, compte-tenu de la factorisation en produit eulérien , {(s) ne s’annule
pas pour Rs > 1. Comme I'(s) ne s’annule pas sur C, on déduit de ’équation fonctionnelle
précedente que A(s) ne s’annule pas pour R8s <0 ou Rs> 1. En revanche comme I'(s/2) a des
poles simple aux entiers négatifs pairs, {(s) s’annule & l'ordre 1 en s =-2,—-4,.... Ces zéros
sont appelés les zéros triviaux de {, et les zéros non-triviaux de { sont les zéros de A(s) et ils
sont contenus dans la bande critique

{seC, Rse[0,1]}.
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Riemann a donné une formule asymptotique pour les compter :

COMPTAGE DES ZEROS. Pour T =0, soit

N(T)=Hp=p+it, {(p)=0, Bel0,1], |t|<T}|
le nombre de zéros non-triviaux de hauteur <T.Ona
N(T :—lo —)+O(og(2+|T)).
(T) p. g(Zn) (log(2+1T)

Cette formule de comptage peut étre déduite de la formule suivante qui relie les zeros de

(aux nombres premiers :

FORMULE EXPLICITE. Soit f € €°(Rso) et

_ +00 d
Fs) = f FaoxZE
0 X

sa transformée de Mellin. Soit f(x) = _lf(x_l) On a lidentité

Y (fm+ fm)An) = f(1)+—f —()+ (l—s))f(s)ds— Y f.

n=1 {(p)=0
(1/2) Rpe(0,1]

Dans ce chapitre et les suivants nous établissons les différents points du mémoire de
Riemann en les généralisant aux fonctions L des caractéres de Dirichlet.



CHAPITRE 9

L’équation fonctionnelle

1. Quelques transformations intégrales

La théorie de Fourier décrit la structure de I'espaces des fonctions sur la droite rélle R
en tentant compte du fait que (R,+) est un groupe commutatif pour I’addition. Elle permet
d’écrire les fonctions[l|de R comme ”combinaison linéaire” de fonctions adaptées & la structure
de groupe, les caractére dont nous avons rencontrer des examples quand nous avons parlé des
groupes abéliens finis.

1.1. Les caracteres de R.

Définition 9.1. Soit (G,+) un groupe abélien topologique (un groupe abélien muni d’une
structure d’espace topologique pour laquelle l'addition +: (x1,x2) — x1 + X2 et l'inversion [—1]:
X — —x sont continues), l'ensemble des caractéres de G est l’ensemble Hom.(G,C*) des homo-
morphismes de groupes continus de G vers (C*,x). C’est ensemble est un groupe commutatif
pour la multiplication des fonctions.

Un caractére est unitaire si il est a valeurs dans le cercle unité CV ={zeC*, |z|=1}. On
note C the sous-groupe des caractéres unitaires.

Remarque 9.2. Si G est compact alors tout caractere est unitaire : soit ¢ un caractere
alors ¥(G) est un sous-groupe compact de C* et est donc contenu dans ch (s’il existe z€ ¥ (G)
tel que |z| # 1 alors pour tout n € Z, z"" € ¢(G) mais z"* — 0 ou +oo suivant que |z| <1 ou |z| > 1.)

Théoréeme 9.3. L’application
yEC—vy,:x—e(xy)
est un isomorphisme de groupes
(C,+) ~Hom(R,C™).
la restriction de cette application a R est un isomorphisme de groupes
R, +) =R.

DEMONSTRATION. Il est clair que cette application est un morphisme de groupes injectif :
si y est tel que pour tout x, x — e(xy) =1 alors y doit étre nul car sa dérivée (en x) vaut
2miye(xy) =0. Montrons qu’ell est surjective : soit ¢ € Hom.(R,C*) et

X
¥ (x) :f w(pdt
0
sa primitive (¢ est continue donc intégrable), on a

Yx+y = w(t)dt:f w(t)dt+[ vix+Ddt=Yx)+yx)¥(y).
0,x 0,y

0,x+y
1. au moins celles qui sont suffisament régulieres
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Fixons y tel que ¥(y) #0 (un tel y existe sinon ¥'(y) =y(y) =0 ce qui est impossible), on
dédui de I'identité précédente que x— (x) est dérivable et que
Yx+y) =y =y +y (0¥ ()
et donc
' (x) _y»-1
w(x) Y(y)

y(y)-1
Y ()

et donc posant u = on voit que
Y(x) = Cexp(ux)

et de plus on a C =1 en évaluant I’égalité précédente en x =0.

Corollaire 9.4. L’application
NEZ—Wy:x— e(nx)
est un isomorphisme de groupes
(Z,+) = Hom,(R/Z,C*) =R/Z.

DEMONSTRATION. L’égalité Hom.(R/Z,C*) = R/Z tient au fait que R/Z est compact (cf.
la remarque ci-dessus). Soit v € R/Z alors w définit un caractére unitaire sur R qui vaut 1
sur Z et est donc de la forme w(x) = e(nx) avec n€R. Comme (1) =1 =exp(2rin) on a que
ne€ 7. Le reste suit. O

1.2. La transformée de Fourier.

1.3. La classe de Schwartz. On dit qu’'une fonction f:R — C appartient a la classe
de Schwartz, .#(R), si fe€€*°[R) et que f et toutes ses dérivées sont & décroissance rapide :
c’est a dire, pour tout A=0 et tout entier j=0

FP0) <N Q+1x)™

1.4. Transformée de Fourier. On note e(x) := exp(2mix) ; soit f € . (R), la transformée
de Fourier de f est la fonction

f: y—»fRf(x)e(xy)dx.

Comme f est a décroissance rapide, on voit que 'intégrale précédente converge absolument
uniformement sur R et qu’elle définit une fonction infiniment dérivable et ses dérivées valent

(9.1) P9 :f @rix)! f(x)e(xy)dx = W(y), avec Mf:x— 2mix) f(x).
R
Notons également que par intégration par parties, on a pour y #0
-~ 1 1 -
9.2 = —— / dx=———1f"' ,
(9.2) f 2niy.[f (x)e(xy)dx 2m.yf )
et en itérant, on obtient pour tout j=1

-~ 1 ==
f = 5= fOm.
2niy
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Ce calcul est justifié par la décroissance rapide des dérivées de f. Ainsi pour |y|=1 , on a
pour tout j=0

Fw <<j|y|‘ff|f(f)(x)|dx<<,-,f|y|‘f,

ainsi f(y) est a décroissance rapide. Comme pour tout j =0, Ml feZR), en utilisant (9.1)),
on voit que ses dérivées la sont également : en d’autres termes

Proposition 9.5. la transformée de Fourier envoie .7 (R) dans .7 (R).

1.4.1. Comportement de la transformée de Fourier par translations. Soit h € R, on note
[+h] Paction de "translation par h” sur ’espace des fonctions sur R

[+h]lf:x— f(x+h).

L’espace de Schwartz, . (R), est invariant par [+h] et vérifie (par changement de variable) la
formule suivante
[+hIf(y) = e(~hy) F ).

En particulier en considerant la transformée de Fourier du quotient

[+hlf(x)-f(x)  flx+h) - f(x)
h - h

et en passant {a limite, on obtient

(9.3) T ) = (~27ip ).
et pour tout j=0

(9.4) TP ) = (~2miy) Fp.

1.4.2. Comportement de la transformée de Fourier par homothéties. Soit A € R*, on note
[xA] I’ "homothétie de rapport A” sur I’espace des fonctions sur R

[xAlf:x— f(Ax).

Alors, par changement de variable, on a pour fe€.(R),

. 1 -~ 1 -~
MF) = —FIA) = —I[xA1f ().
DAIF W) = i f i) = AL f )

1.4.3. Formule d’inversion de Fourier. C’est 'un des résultat les plus important de la
théorie de la transformée de Fourier : pour fe.(R)

(9.5) F=faie f(x)=f(-x)

—mx?

1.4.4. Transformée de la Gausienne. Soit f(x)=e alors

(9.6) fo=rfu.

Rappelons comment on peut en déduire la formule d’inversion de Fourier :



76 9. ’EQUATION FONCTIONNELLE

1.5. Formule de Poisson.

Proposition 9.6. Soit f € . (R) une fonction dans la classe de Schwartz. On a la formule
de Poisson : pour ueR

Y fn+rw=Y f(me(-nuw.

nez nez

Preuve. Posons

fzw:=) fn+u.

nez
Comme f € .7(R), la série qui définit f7 converge uniformement ainsi que la série construite a
partir des dérivées de f : on en déduit que fz € ¥°(R). De plus f7 est périodique de période
1. Ainsi par décomposition de Fourier on a
fzw) =) cp(me(nu)
nez
avec

1 1
cfZ(n)sz fZ(u)e(—nu)du:fo (Z fn+u))e(-nuw)du

meZ

1 1
:f (). fm+we(-nw+m))du= )Y | fim+we(-n(u+m)du
0

meZ meZJ0
m+1 -

> fwe(-nwdu= f(-n)

mezZYm

O
On va utiliser cette formule pour analyser la fonction sommatoire d’une fonction dans les
progressions arithmétiques :

Corollaire 9.7. Soit g,acZ, q#0, on a
1 ~n. —an
Y fm==) f(=)e(—).
n=a(mod q) mez q q

Preuve. On a

Y fmw =Y fn+a =Y flgn+y)= Z[xq]f(n+g)

n=a(mod q) nez nez nez
_— an 1 ~n an
=) [xqlf(me(——)=— (=)e(=—).
ngz a q q r;Zf q q

2. Transformée de Mellin

Soit f € €*°(Rsg) une fonction qui quand x — +oo est a décroissance rapide ainsi que
toutes ses dérivés; la transformée de Mellin de f est définie pour Rs >0 par

1 =[ foxsd* x.
R>O

Dans cette égalité, on a posé
dx
d*x:=—;
X
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notons que cette mesure est invariante par les translation de (Rsg, x) x— yx. L’integrale f(s)
converge en 0 car Rs >0 et en oo car f décroit rapidement. La convergence est uniforme
sur les compacts de Rs >0 et définit une fonction holomorphe de s. Notons que si f vérifie
f(x) =0x"N) (quand x — 0) alors f(s) définit une fonction holomorphe pour Rs> —N.

Par intégration par parties, on a

(9.7) fi(==(s=1f(s—1).

En particulier comme f’ (s) est définie pour Rs > 0, cela définit par prolongement analytique
f(s) pour Rs > —1 avec un pole simple en s =0 de résidu —f'(1) = - [{° f'(y)dy = f(0). En
itérant, on obtient le prologement méromorphe de f(s) sur C avec des poles au plus simple
en s=-n, ne€N. Si de plus f s’annule en 0 alors f(s) est holomorphe pour Rs > —1 et plus
généralement, si toutes ses dérivées de f jusqu’a l'ordre n =0 s’annulent en 0 alors f(s) est

holomorphe pour Rs>—(n+1).
Par ailleurs l'itération de implique

="

o) =
S s(s+1)...(s+n-1)
implique que pour tout n=0, |Rs|<o et |[Is|=1on a

fA(;)(s+n)

~ 1
9.8 of T
08 TOl<ar o

2.1. Exemple : la fonction I'. La fonction I est par définition la transformée de Mellin
de la fonction x— exp(—x) :

. oo
T(s):=e*(s) :f e *x°d* x.
0
Cette fonction vérifie pour Rs >0

sI'(9)=T(s+1).I'(n+1)=n

Ainsi I'(s) admet un prolongement holomorphe & C avec des poles en s=—n, n€N de résidus
(-D"/n.

2.2. Homotheties. Soit 1 >0, on a
A =17F(s).

2.3. Transformée de Mellin et Transformée de Fourier. Soit f € €>°(Rsg), on
définit ge €°(R) par changement de variable

f) =glogy), gx) = f(exp(x))

En particulier f(s) définit une fonction holomorphe sur C. On a, posant s=0 + it
_ o +00
f(s):f0 g(logy) exp(slogy)dy/y:f g(x)exp(sx)dx
—00

+oo xt —— 't
:f gx)exp(ox)e(—)dx = gexp(ox)(—).
—o 27 27
En particulier, utilisant (9.5]), on obtient

ff(a+it)dt=fgm)(i)drzzngexpm)=2nf(1)
R R 21
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que 'on peut encore écrire

1 ~
— sds=f(1).
(o)
Remplacant f par fy, on obtient la Formule d’inversion de Mellin : pour tout y >0 et tout
geR

1 s -S
— s ds= .
2m.ff()y s=f)
(o)
Notons que cette formule reste valable pour tout f €. (R) si on suppose que g > 0.

3. L’équation fonctionnelle de la fonction { de Riemann

THEOREME. Soit
A(S) = oo (L(8) {ools) = 2T(5/2), Rs>1.

Cette fonction se prolonge méromorphiquement a C, est holomorphe sur holomorphe sur C—
{0,1} et a des poles simples en s=0,1; elle vérifie l’équation fonctionelle

A(S)=A1-9).

En particulier, la fonction {(s) =Y ;=1 #, Rs>1 se prolonge en une fonction méromorphe
sur C, holomorphe sur C—{1}, avec un pole simple en s=1 de résidu 1. Elle vérifie I’équation
fonctionnelle

Preuve. La deuxieme partie concernant {(s) résulte de la premiere et du fait que (o (s) ne
s’annule pas sur C et a un poéle simple en s =0. Le principe de la preuve de la premiere partie
consiste a faire apparaitre la série {(s), via la propriété d’invariance par homothétie de la
transformée de Mellin Plus précisément soit fe€.#(R) et Rs>1, on a pour tout n=1,

fu(®) = f(s)n~*

et donc

FO=Y fal9r=Y f(nx)xsdxx=f (Y. f(nx)xd”x.
n=1 n=1vR>o0 >0 n=1

Dans la derniére égalité, I'intervertion de la somme et de I'intégrale est justifiée car pour tout

x>0 et tout A=2

Y ifnol<a Y 0+n0) < amin(x™! x4
n=1 n=1

comme on le voit en distinguant les cas x <1 et x=1; ainsi la double somme est absolument
uniformément convergente dans toute bande verticale {s € C, Res€ [a,b]} avec 1 <a<b.

En fait 'intégrale précédente est absolument convergente en +oo pour tout se€ C mais
pourrait diverger en 0 si Rs< 1. On subdivise donc l'intégrale en deux intégrales

[R>O...:f()l...+fl°°...

Dans la premiere, on fait le changement de variable x — 1/x, on obtient alors

F()L(s) =f1 ) f(n/x))x_sdxx+f1 (). f(nx)x*d*x.

n=1 n=1

Supposons f paire; on a alors

1
Y f(nlx)- UL

nez

Y fnix) -1
n=1 2
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appliquant la formule de Poisson au premier terme et appliquant §7? avec A =1/x, on obtient

1 . ~
Y fnix) = E(f(O)x—f(O)) +x ) f(nx).

n=1 n=1

®1 4 grpe LSO FO
f1 2(f(O)x fONx—d x= 2(1_S+ s)

et donc

~ 1 f 0 oo © . oo
(9.9) f(s)((s)=——(m+&)+f O f(nx))xsdxx+f (Y fnx)x'~Sd*x.
21-s 1 n=1 1 n=1
Comme f et f sont a décroissance rapide quand x — +oo, on a pour tout A=0 et tout x=1

Y fnx), Y fno<ax

n=1 n=1

et les deux intégrales précédentes convergent absolument et uniformément dans tout bande
verticale {s € C, Res € [a,b]}, avec a < b e R; ces integrales définissent donc des fonctions
holomorphes sur C. Ainsi la fonction

s f($)((s)

admet un prolongement méromorphe a C, holomorphe sur C—{0,1} et avec au plus deux poles
simples en s=0,1.

D’autre part si on remplace f par f et s par 1—s dans D'identité précédente et qu’ on
utilise que

f@) = f=x) = f0),
on obtient une equation fonctionnelle
Théoréme 9.8. Soit f e S R), paire, alors la fonction définie pour Rs>1
s = F($)¢(s)

admet un prolongement mésomorphe a C avec au plus deux pdles simples en s=0,1 de résidus
en s=0, s=1

~f/2, f(0)/2
et vérifie I’équation fonctionnelle
FOUE) = Fa-9ra-s),
En particulier, si f est telle que f = f, on obtient
F&9)=Fa-9¢01-9.
Un exemple d’une telle fonction est la Gausienne
(9.10) f(x) = exp(-7mx?)
qui vérifie

fls) = %n_S/zm(s/Z) = %n_S/zl“(s/Z).
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4. Fonctions L de Dirichlet

On considere maintenant le cas des fonctions L de Dirichlet. Soit y(g) un caractere de
Dirichlet de module g > 1, on veut etudier lespropriétés analytiques de sa fonction L. Notons
d’abord que si y(q) est induit par le caractere primitif y*(g*) alors
x*(p)

N

(9.11) Ly, 9 =[]a-
plq

et donc les propriétés analytiques de L(y, s) se déduisent facilement de celles de L(x*,s). Dans
la suite on va supposer que y est primitif et non-trivial.

)L(x™, s)

Théoréme 9.9. soit y(q) un caractére primitif non-trivial. Posons

L(r.9) 7521 (s/2) si x est pair
,8) =
oolX n_(”l)/zr(s;—l), si y est impair.
et
A, $) = g Lo (X, LY, 9);

alors A(x,s) admet un prolongement holomorphe a C et vérifie I’équation fonctionnelle
(9.12) Ay, s) =e(x)A(Y,1-9)

avec .
Ty . ,
o= v
iZs six estimpair
et a
T, =) x(@e(=)
a(@ q
désigne la somme de Gauss.

Preuve. Soit f € #(R); on supposera que f est de méme parite que y. Comme on a pour
Res>1 (utilisant que [y(n)|<1)

FOLE =Y x(n)fals) = f O x(m) f(nx)x*d* x.

n=1 >0 p=1

On separe l'intégrale en deux parties

~ 1 .
f(S)L()(,s):f :f +f
Rxo 0 1

et la seconde intégrale définit une fonction holomorphe sur C. Par changement de variable
xX—1/x,0on a

1 (o)
fo:fl (Y () fnlx)x—d* x

n>1
Pour tout x>0, la fonction n— y(n) f(n/x) est paire et vaut 0 en n=0, on a donc

1
Y x(m)f(nix) = 5 Y x(mfnlx).

n=1 nez

On voudrait appliquer la formule de Poisson; pour cela, on utilise le fait que n— y(n) ne
depend que de la classe de congruence n(mod g) :

Y amwfm=Y y@ Y fouin=Y @ Y, fEon+ L.
nezL a(q) n=a(q) a(q) meZ X q
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Par la formule de Poisson, on a

> f( (m+—)) = Z fq (m)e(——)— Z f(qm)e(——)

meZ meZ

et
Y x(m)f(nix) = Z FEm Z x(a)e(——)— Z f(gm)rx(—m).

nez 9 mez. meZ
Comme y est primitif, on a
Ty(=m)=x(=Dx(m)t,
et donc
Y x(m)f(nlx) = —x( N f( m)y(m) =2= x( D1y Y f( m)x(m).
nez meZ m=1

On obtient finalement

1 _
x(=Dty foo ~ XN _ l—s gx
oo = () fF(=)x(n)x *d*x
fo q 1 r;l q
Comme [ est & décroissance rapide, cette intégrale converge absolument et uniformement
sur les compacts de C et définit une fonction holomorphe sur C. Ainsi

_ D7y [ -~ Xxn__ .
FL, ) = fl O x(m)f(nx)x*d” P Alr . “x fl () f(x—:)x(n))xl—m X

n=1 n=1
admet un prolongement analytique au plan complexe.
Dans 'égalité précédente, remplacons f par (f)1/4, ¥ par x et s par 1-s; la transformée
de (f)1/4 vaut

4(Fg(x) = 4f(—qx) = (-1 g f(qx)
et on on obtient donc
(9.13)

¢ FLGE 1-9) = fl () fin= )x(n))xl Sd* x+1y /1 () xm f(nx)x’d*x=

n=1 n=1 ( 1) 7(

f(s)L(x, s);

ici, on a utilisé 1'égalité 73 = y(~1)g/Ty qui résulte de (14.3). Ainsi on obtient 1'équation
fonctionnelle

~ T 1-s =
(9.14) q*"*L(y, $) f(s) = qT’fquL(z,l—s)f(l—s).
Prenons
(9.15) flx) = e si x(-D =1,
' (&™) = —27xe ™, siy(-1)=-

On a (utiliser (9.3)))
~ (x), siy(-1)=1,
Fro=1 A
if(x), siy(-D=-
et, pour les transformées de Mellin, on a
1_—s/21(s .
= > r(3), si y(-1)=1,
fs)= : s—1 2 s—1 —SHl s+l : vy
=-S5 2 I(GF)=—-nn" 2 I'(5), siy(-1)=-
On déduit de ces identités et de (9.14]) ’équation fonctionnelle (9.12))






CHAPITRE 10

La factorisation d’Hadamard

Dans ce chapitre, on établit un formule (dite de factorisation de Hadamard) qui exprime
les fonctions L(y,s) comme un produit infini indexe par leurs zéros. En fait cette factorisation
est valable pour un classe tres générale de fonctions holomorphe : celles d’ordre < 1.

1. Fonctions d’ordre borné

Définition 10.1. Soit @ =0, Une fonction f:s— f(s) holomorphe sur C est dite d’ordre
borné si il existe une constante a =0 telle que, pour tout s€ C et tout € >0, on a

a+e
).

|f ()] <, rexp(ls]
On dira que f est d’ordre < a. On dira que f est d’ordre a, si elle est d’ordre < a mais pas

d’ordre < a' pour tout a' < a.

Exemple(s) 10.2. Un polynoéme est une fonction d’ordre 0.

La fonction exponentielle s — exp(s) est d’ordre 1.

Plus généralement, une fonction de la forme s — exp(P(s)) avec P un polynume est d’ordre
degP.

Le dernier exemple est une fonction d’ordre a = deg(P) qui ne s’annule pas sur C; on a la
reciproque suivante :

Lemme 10.3. Une fonction d’ordre < a qui ne s’annule pas sur C est de la forme
f(s) =exp(P(s))
avec P un polynume de degre < a.

Preuve. Puisque f(s) ne s’annule pas, la fonction logarithme g(s) =log(f(s)) est bien définie
et holomorphe sur C. Considerons son développement de Taylor en s=0

g =) cps"
n=q0
on va montrer que ¢, =0 si n>a ce qui donnera le résultat. On a pour R >0 (formules de
Cauchy)

Cn g(R.e(x))e(—nx)dx.

- ﬁ [0,1]
Par hypothese, on a

Rg(s) =log|f(s)l < Ce pR*™, |sI<R;
supposons que ’on ait la majoration plus forte
1g(s)| <¢,r R*™6, |s| <R,

alors, on aurait
|Cn| <<,c_‘,f R(X+£*n
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qui impliquerais la conclusion recherchée. Malheureusement on ne dispose que d’une majora-
tion le la partie réelle de de g(s) ; cela va nous obliger a quelques contortions : on decompose
¢, en sa partie réelle et sa partie imaginaire, ¢, = a, + ib,. Posant s=R.e(x) on a

Rg(s) = Z a,R"cos(2nnx) — Z b, R"sin(2nnx)

n=0 n=1
et ainsi
a,R"=2 Rg(s)cos(2nnx)dx
[0,1]
et donc
la|R" < 2/ IRg(R.e(x))|dx = 2] (IRg(R.e(x)|+Rg(R.e(x)) dx —2a,
,1] [0,
en effet

2[ Rg(R.e(x)dx=2ay.
(0,1]

On note que
IRg(R.e(x))|+Rg(R.e(x)) =2max(0,Rg(R.e(x))) < ngfR“”
et donc, pour n>a
lan < (R4 +2|aglR™™") — 0 R — +oo.
Le méme raisonnement ( en remplagant cos(2znx) par sin(2rnx)) montre que pour n > a,
b, =0 et ainsi ¢, =0. O

Remarque 10.4. Notons que la conclusion du Lemme reste valide si la condition
suivante (et a priori plus faible) sur f est satisfaite :

1l existe une suite de réels positifs (Ry) =0 vérifiant R, — +0o, n— +oo et telle que pour
tout n =0, tout € >0, et tout se C de module |s| =R, on ait

a+e
).

f(s) <Lfe exp(|s|

En fait, par le principe du maximum, cette derniere condition implique que f est d’ordre au
plus a.

2. Premiére estimation des zéros

Pour R >0, notons

Z(f,R):={p€eC, f(p)=0, [pI<SR}cZ(f):={peC, f(p) =0}
I’ensemble des zéros de f contenus dans le disque de rayon R et I’ensemble de tous les zéros
de f dans C. Dans la suite, la convention suivante sera commode : étant donne k: Z(f) — C
une fonction définie sur Z(f), les expressions
" Z k(p)", " 1_[ k(p)vv
peZ(f,R) peZ(f,R)
seront utilisees comme raccourcit pour la somme et le produit suivant
Y mEkp), [ k@™®
0€Z(f,R) peZ(f,R)
ou m(p) est 'ordre d’annulation de f en p (ou encore la multiplicité de p). En particulier, la
notation

N(f,R):= > 1

peZ(f,R)
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designera le nombre de zéros de f de module <R compté avec multiplicité.

Théoréme 10.5. Soit f une fonction d’ordre < a; pour tout R, et tout € >0, on a la
majoration

N(f,R) <¢ 5 R*".

En particulier la série
1

pEZ(f) 1 + |p|a+6

converge.
La preuve utilise la formule suivante :

Proposition (formule de Jensen). Soit R >0 et f une fonction holomorphe dans un
voisinage du disque {s € C, |s| < R}. Supposons que f ne s’annule ni en 0 ni sur le cercle de
rayon R, {s€C, |s|=R}; on a l’égalité

J

ot p parcourt l’ensemble des zéros de f de module <R (comptés avec multiplicité).

R R
log|f(R.e(®)/f0)|dt=log[| — =) log—
1] o |P| 0 |P|

)

Preuve. On factorise f(s) en

fO=F©[]s-p)
o
avec F(s) une fonction holomorphe et ne s’annulant pas pour |s| < R. On a alors

loglf(s)/ f(0)| =log|F(s)/F(0)| +)_log|(s—p)/pl
P

et il suffit de montrer 1’égalité de ’éenonce pour chaque terme de la somme ci-dessus. Pour
le premier terme on a log|F(s)/F(0)| = RlogF(s)/F(0) et logF(s)/F(0) est une fonction ho-
lomorphe au voisinage du disque de rayon R et qui s’annule au point s =0, le fait que
f[0,1] log(F(R.e(1))/F(0))dt = 0 résulte du théoréeme des residus. Pour les autre termes on re-
marque que

log|(Re(r) — p)/ p| = log(R/|p) +log|1 - %e(t)l

et le fait que f[m]logll - %e(t)ldt =0 résulte du fait que la fonction s — log(l — %s) est une
fonction holomorphe au voisinage du disque unite s’annulant en 0. [l
Preuve. (du théoreme On peut toujours supposer que f(0) #0 quitte a remplacer f(s)
par f(s)/s™ pour m =0 un entier convenable (la nouvelle fonction reste d’ordre < a). Soit
R >0, quitte & remplacer R par R avec R'— R € [0,1], on peut supposer que f ne s’annule pas
sur le cercle de rayon 2R. Soit p € Z(f, R) alors log(2R/|p|) =log2 et donc la formule de Jensen
nous donne alors que

(log2)N(f,R)< )_ log(2R/lp)< ). log(2R/|p|)=f log|f(2R.e(1))/ f(0)|dt.
lpI<R |p|<2R [0,1]

Comme f est d’ordre < a, cette derniere integrale est majorée par <. (2R)**¢ pour tout
£>0. U
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Théoréme 10.6 (Factorisation de Hadamard). Soit f(s) une fonction holomorphe d’ordre
au plus 1 telle que f(0) #0, alors on a

Fls)=Aexp(bs) [[ (1-)es’?
peZ(f)

avec A= f(0), b= f'(0)/f(0) et le produit est uniformément convergent sur les compacts de C.

Preuve. soit K< C un compact; KN Z(f) est fini et pour se K et p g K un zéro, on a
S 1
(1-=)e’’P =1+ Ok (—).
P ol

Comme la série }., I# converge, on en déduit la convergence du produit infini uniformément

sur tout compact de C.
Considerons le produit infini

h(s) = H (1_£)es/P;
pEZ(f)

par construction la fonction f(s)/h(s) est holomorphe et ne s’annule pas sur C. Nous allons
maintenant montrer que le quotient est une fonction d’ordre au plus 1, d’apres le Lemme[10.3
cela impliquera que f(s)/h(s) = exp(a+ bs) et on pourra conclure. Plus precisement nous allons
montrer que f/h vérifie la condition de la Remarque

D’apres le théoreme il existe ngy tel que pour tout n = ng, il existe R, € [n,n+ 1]
vérifiant pour tout zéro p € Z(f)

(10.1) llpl — Ryl = 1/(4n?).
En effet il suffit de decomposer 'anneau d’épaisseur 1
{seC, |s|le[n,n+1[}

en 2(n+1)? sous-anneaux disjoints d’epaisseur 1/(2(n+ 1)2). Si chacun de ces anneaux contenait
un zéro de f, le disque de rayon n+1 contiendrait au moins = 2(n+1)? zéros ce qui contredirait
le théoreme [10.5| pour n assez grand...

Soit n=ny+100 et s tel que |s| = Ry, on veut minorer |h(s)|, pour cela il suffit de majorer

log(Ih() ™) = - Y log|(1 - %)e”ﬂ
0

et on decompose la somme en trois parties

log(|h(s)| ™Y = - Y- Y-

lol<lsl-1 lol—Isle]l-1,1] lol=[sl+1

Soit p apparaissant dans le premier terme, on a

_ _ i slpp — _ _ £ _ i < ﬁ
log|(1 p)e | log|1 p| %(p) logR, + ol
et donc le premier terme est majoré par
R l+e
Y logR,+— < N(f,Rp)logR,+ Y — < RI*E;
IpI<R,-1 lpl lpI<R, -1 1PIE

Dans cette majoration on a utilisé le fait que pour € >0

Rp
1+
|—lz1=|—"""=|—I

=
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Le second terme est majoré en valeur absolue par

Y log(R)) <. s R
lpl-Isl€l-1,1]

car pour de tels p, on a par ((10.1))

N
REx|1-2)e'P <1
0

Le troisieme terme est majoré en valeur absolue par

2
> log(1+ 0( L)) = Y RUIpP<R® Y Ulpl"™* < R)*

lpI?
lp|=1+R, p lp|=1+R, |p|=1+R,

(comme |[s|/|p] <1 on l'obtient en prenant le dévelopement de Taylor (1—s/p)e3/p =1+
O(Islz/lplz)). Ainsi, on obtient la majoration

|h(s)| ™" <, 7 exp(R)),

pour tout £ > 0.
Il existe donc une suite (Ry) =0, Ry — +o0o telle que tout n, tout € >0 et s de module Ry,
on ait
| (s)/ h(s)| <¢ exp(RLYE).

Par la Remarque on obtient que (comme f(s)/h(s) ne s’annule pas sur C)
f(8)/h(s) =exp(a+ bs)

pour a,be€C.
Notons que pour tout p

d
A=y =1, La-yeslr o
Y |s=0 ds Y |s=0

et donc
h(0)=1,h'(0)=0, e*= f(0), b= f'(0)/e* = f'(0)/ £(0).

Le théoréme de factorisation admet le corollaire suivant :

Corollaire 10.7. Pour tout se C—Z(f), on a

f'(s) 1 1
dlog f(s) := =b+ -
8I9="s pg(f) AER

De plus la convergence de la série de droite est uniforme sur les compacts K < C, tels que
KnZ(f)=o.

Preuve. Par convergence uniforme du produit infini sur les compacts, on a (par les formules
de Cauchy)

s/py/
((1-$e')

F1(9)=bf(s)+Aexpbs9) Y(1 - ey T] A= =)e"® = bf(s) + Aexp(bs)h(s) Y S
o ~pl€

p';ép p p
et donc pour tout s¢ Z(f)

/ (- 25)e?)
IOy v T L

= ———=b+ .
fo =S T T S s
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Comme pour s#p
1 1
————=055-p(—3)
p p-s Pp2

la série converge uniformément sur les compacts qui évitent Z(f).



CHAPITRE 11

Les formules explicites

On va appliquer la théorie précédente a la fonction holomorphe
§(8):=5(1 =)0 ($)C(S).
Proposition 11.1. Cette fonction est d’ordre au plus 1.
Preuve. Par I’équation fonctionnelle, on a
§(8)=¢(1—s);
on peut donc supposer que Res > 1/2; par et on a

(11.1) () =-1 +25(1—s)f ¥ e*”nzxz)xsd*xus(l—s)f (Y e ™) x5 q%x,
1 1

n=1 n=1

7'[x2

) _
Pour x=1,ona ), -1e7""* «e et pour 0=1/2
3 n=1

o —n?x?\ s gx o —nx% o gx —0/2+, 7 1+¢
f (Ze )x°d x<<f e x'd x<km F(E) < exp(ls]/ ).
I n=1 1
d’autre part, on a pour pour o =1/2
o _ 2,2 1-s x
f () e N Td x <1
I nz1

et cela conclut la preuve. [l

1. Application au comptage des zéros de (.

Rappelons que 'ensemble Z(&) de zéros de &(s) est précisément I’ensemble des zéros non-
triviaux de {(s) (les zéros que ne sont pas des entiers négatifs pairs). Notons que par les
équations fonctionnelles, le fait que I'(s) ne s’annule pas sur C et le fait que ¢ ne s’annule pas
pour Rs>1, on a

Z(&) c{s, Rse[0,1]}.
On utilisera la notation générique suivante pour un tel zéro
p=p+iy, pel0,1], yeR.

Prenant la dérivée logarithmique on voit que

¢’ 11 o ' 11
11.2 )= m—— 420+ (s)= b+ - )
(11.2) FO= I L W p;@p P
Notons que
HOENGE
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Cela ce voit en considérant la représentation intégrale (L1.1)) et en observant que pour s€C

et xeR5p, on a x5 = x°. Tl en résulte que le multi-ensemble Z(&) est stable par la conjugaison
complexe (p— p préserve I'ensemble des zéros ainsi que leur multiplicité). Ainsi

1 1 1 1 1 1 1

> ==() —+=- +=—).
peze P P=S 2, 7P P P=S PSS
Dans cette derniere somme isolons les termes 1/p+1/p : on a
1 1 2
—+ == ‘62, ﬂE [0,1]
p o lpl
et donc
> —+—<<Z
pez© P P ||2

Il en résulte que la série
1
() —
2 pez@ S™P S=p
est uniformément convergente sur les compacts de C— Z(¢).
On a donc montré

1 1

Proposition 11.2. On a pour tout s¢ Z(£),

! l 1 T | !
Lg=ti Ly 4 oo
{ s s—1 ,ZpsS—p (oo

() +0(1).

Dans cette sommation, on a fait la convention que l'on a regroupé les termes de la somme

suivant les paires (p,p) :
1

y iy Lt

pez@ S0P  “pezySTP SO

On va maintenant se servir de cette identité pour compter plus finement les zéros de ¢ :
posont
N ={p=p+iyeZQ), lyI< T}

Corollaire 11.3. Pour tout T=1,
N(T+1)-N(T)=0(og2+ 1))
et
N(T)=0(Tlog(T +1)).

DEMONSTRATION. Soit s=2+iT, on a (cf. les exercices)

g—(S) O(log(2+1T1)

ainsi (avec la convention précédente concernant la sommation)
1
Y ——=0(og+IT)
pez@& P—S
Prenons la partie réelle de cette identité : on a (f€[0,1])
1. _2-f _ 1 11

R
(p—s s—pP I2—l5|2+l7f—T|2 4+1y- TZ” 5

=Oy-11<1
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et donc )
N(T+1)-N(T-1)< IOZ%(E) =0(log(2+ T)).

La deuxieme partie se déduit par intégration par parties O

2. Les formules explicites de Weil
Dans cette section on démontre la formule

FORMULE EXPLICITE. Soit f € €°Rso) et
. +00 dx
f(S)=f fx)x*—
0 X

sa transformée de Mellin. Soit f(x) = _lf(x_l) On a lidentité

!
Y (fm+ fm)Am) = FQ) + f(0) to— f —( ) + Z—(1 -9))f®ds- Y. flo).
n=1 (OO ez
(1/2) PEZ(E)
pelo,1]
Preuve. On calcule de deux maniéres différentes I'intégrale
— f f(s)dlogé(s)ds
3/2)
Pour Res>1 on a ) A
dlogé(s) = ~ + — +dlogloo(9)~ ). w
n=1
si bien d’en intervertissant les sommations, on obtient grace a la formule d’inversion de Mellin
1 !
— f f(s)dlogé(s)ds = —f(— —+(—(s))f(s)ds— Z A(n)—ff(s)n ’d
"6 @ n=l @

1 11
=— —+——+2())f()ds— )Y An)f(n).
Py f(s it (9)£(s) n; () f ()
3/2)
On va maintenant calculer cette intégrale par déformation de contour.
Soit T >0 et Ry le rectangle dont les sommets sont en 3/2+iT et —1/2+iT ; par ailleurs

on peut choisir T aussi grand qu’on veut de sorte que

VpEZ(E), |T'_|"y| > log(Tz)

On a (l'intégration se faisant dans le sens inverse des aiguilles d’une montre)

1 = ~ ~
%ff(s)dlogé(s)ds: Y. ress—p f(s)dlogE(s) = Y. f(p.
R

¢(p)=0, {(p)=0,
o€l0,1], [t|<T o€0,1], [t|<T

Quand T — +oo les intégrales le long des segments horizontaux tendent vers 0. On obtient
donc

1
Zrw=g [ oo
oei0,1] (372) (=1/2)

(observons que la série converge car f(s) < (1+|Ss))~4 pour tout A> 0 par [9-8)).
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On effectue alors le changement de variable s < 1—s et on utilise I’équation fonctionnelle
dlogé(s) = —dlogé(l—ys)
qui donne

- 1 - _
Z f(p)zz—m_ f (f(&)+fA—-ys))dlogé(s)ds

ff(g[);?]' (3/2)
L (1+L+§( D)+ fFA-sNds— Y. A (f(n) + f(n)
_Zni(sm s s-1 (s S s snas n=1 " " .

A reste a calculer
Lf(1+i)(f~()+f(1— )d —f(1)+f~(0)+if(hi)(()#u— )d
Zm'/ss—l s $as= 27ti/ss—1fsf $as
3/2) (1/2)

par décalage de contour ( on passe un pole en s =1 de residu f D)+ f (0)). Faisant le changement
de variable s < 1—s on obtient

1 1 1 ~ ~ 1 1 1 = -
ﬁf(;+;)(f(s)+f(l—$))d$=——%f(:—;)(f(l—s)+f(s))ds=0
(1/2) (1/2)
O

On montre maintenant comment une région sans zéros convenable implique le Théoreme
des nombres premiers avec un terme d’erreur explicite : dans le chapitre suivant on montrera
le

Théoréme 11.4 (Hadamard/de la Vallée-Poussin). Il existe ¢ >0 telle que {(s) ne s’an-
nule pas dans la région (s=o0+it)
c
>1-——
log(2 +|t])

Corollaire 11.5. Il existe C >0, telle que pour f e CP[Rso) et X =2

n
I;IA(H)f(}) =

Xf f(x)dx+ Of(Xexp(—Cy/log X)).
R

DEMONSTRATION. Soit fx(x) = f(x/X), on a

fx() = fs)x*

et la formule explicite donne pour X assez grand (de sorte que f(Xn)=0si n>1)

n. dx 1 (:)o (<l>o s s
glA(n)f(})—X‘[Rf(x)dx+fRf(x)7+% (CZ(SHCOOH 9))f(9)X ds
1/2)
- Y fox°.
{(p)=0
Rpe[0,1]

Le second terme est un Or(), le troisieme est bornée par Of(XUZ) (car |X°| = X2 pour
Rs=1/2) et pour le troisitme on a (écrivant p = f+iy)

~ ~ _ c ~ __clogx
Y O IfB+inIXP <X Y IfB+ipIXTo@T =X Y | f(B+iy)le P,
{(p)=0 {(p)=0 {(p)=0

Bel0,1] Be0,1] Bel0,1]
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On fait la décomposition

Y o= Y et Y

{(p)=0 p p
Rpe[0,1] log(2+lyh<y/logX log(2+ly)>+/log X

Le premier terme set majoré par

< exp(-cy/logX) ). |F(B+iy)| < exp(—cy/log X)
{(p)=0
Belo,1]

et le second par
< > |f(B+iy)| < exp(—y/log X),
o
log(2+|y)>/logX
en utilisant le fait que N
IFB+in)<Q+lyh~>
quand y — oo. -

Remarque 11.6. Le corollaire précédent ”"compte” les nombres premiers p dans une
fenAtre de taille ~ X quand ceux-ci sont pondérés par logp.f(p/X) ou f est une fonction (lisse
a support compact) fixée. Ce choix a permit d’utiliser la décroissance rapide de |f(/3+ iy)| qui
résulte de la méthode d’intégration par partie appliquée deux fois a la transformée de Mellin.
La constante implicite dans le terme Of(Xexp(—Cy/log X)) dépend donc directement de la
taille de f et de ses deux premieres dérivées. En choisissant des fonctions f convenables
qui peuvent dépendre de X, on peut par des argument d’approximation, remplacer le terme
f(n/X) par la fonction caractéristique de U'intervalle [1, X] et obtenir

Y A(n) =X +O0(Xexp(-C'y/log X)),

nsX
avec C' > 0 une constante absolue ce qui est la formulation originale du Théoréme des Nombres
Premiers. Ces argument releve de l'analyse classique et pas de la théorie analytique de la
fonction {; pour cette raison nous avons préfere donner la version ci-dessus qui contient
toutes les idées éssentielles.
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